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Rachunek 
prawdopodobieństwa 


Początki rachunku prawdopodobieństwa są związane z grami losowymi, do 
których należy na przykład gra w kości, i chęcią poznania szansy wygranej. 


W 1654 roku we Francji zapalony gracz w kości kawaler de Méré [czyt. de mere] 


wrócił się do Blaise'a Pascala z prośbą o wyjaśnienie pewnych zagadnień 


zanych z grami hazardowymi. W celu rozwiązania tych zagadnień Pas- 
cal prowadził korespondencję z innym francuskim matematykiem — Pierre'em 
de Fermatem. Rok 1654 jest przyjmowany za datę narodzin rachunku praw- 


dopodobieństw 


— 


1.1. Regula mnozenia 


Przyktad 1 
Rzucamy dwiema monetami: dwuzłotówką i pieciozlotówka. Wypisz wszystkie 
możliwe wyniki tego doświadczenia. 
Niech o oznacza otrzymanie orła, a r — reszki 
na monecie dwuzłotowej, natomiast O — orła, 
a R — reszki na monecie pięciozłotowej. Moż- 
liwe wyniki doświadczenia to: 
00, oR, rO, rR 


Przykład 2 
Rzucamy dwiema kostkami: niebieską i czerwoną. Ile jest możliwych wyników 
tego doświadczenia? 


Wypisujemy wszystkie możliwe wyniki: 


ti 21 31 41 51 61 Kiedy piszemy o kostce, mamy na 
12 22 32 i2 s2 g2 "śl sześcienną kostkę do gry. 
13 23 33 43 53 63 Przyjmujemy, że wynikiem jedno- 
krotnego rzutu kostką jest liczba 
14 24 34 44 54 64 otrzymanych oczek, a wynikiem 
15 25 35 45 55 65 rzutu dwiema kostkami 
16 26 36 46 56 gg "orządkowana para liczb 
Wszystkich możliwych wyników jest 36 (zwróć uwagę, że rozróżniamy wyniki 


takie jak np. 23 i 32). 


Ćwiczenie 1 

Pewien kod składa się z jednej litery alfabetu i następującej po niej jednej 
cyfry. Ile różnych kodów można utworzyć, jeżeli w każdym będzie występowała 
jedna z 26 liter: A, B, C, D, E, F, G, Н, L J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, 
U, V, W, X, Y, Z oraz jedna z 10 cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9? 


W takiej sytuacji, jak opisana w éwiczeniu, zamiast wypisywaé wszystkie moz- 
liwe pary tworzące kod, warto skorzystać z reguły mnożenia. Mówi ona, że jeśli 
zbiór A ma m elementów, a zbiór B ma n elementów, to liczba różnych par 
(ж, у) takich, że x Є A oraz y € B, jest równa m - n. 


Uwaga. Liczbę elementów zbioru A będziemy oznaczać A (lub |A|). 
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Przykład 3 

Niech A będzie zbiorem w kich dzielników naturalnych liczby 15, 
а B — zbiorem wszystkich dzielników naturalnych liczby 30. Пе jest раг (x,y) 
takich, że x € A i y € B? 


A= {1,3,5,15}, B = {1,2,3,5,6, 10, 15,30), zatem 


Liczba opisanych par jest równa A - B = 4.8 = 32. 


Ćwiczenie 2 

a) Ile jest wszystkich punktów płaszczyzny, których pierwsza współrzędna 
jest dzielnikiem naturalnym liczby 12, a druga — dzielnikiem naturalnym 
liczby 287 

b) Ile jest wszystkich punktów plasz których pierwsza współrzędna jest 
liczbą naturalną mniejszą od 20 i podzielną przez 3, a druga — liczbą naturalną 
mniejszą od 30 i podzielną przez 4? 


Regułę mnożenia można sformułować bardziej ogólnie. 


Reguła mnożenia 


Jeżeli pewien wybór polega na podjęciu n decyzji, przy czym pierwszą 
decyzję można podjąć na kı sposobów, drugą - na ką sposobów, ..., n-tą — 
na k,, sposobów, to takiego wyboru można dokonać na Кү, ko... kn 
sposobów. 


Przykład 4 

Ile może być numerów rejestracyjnych ma- 
jących na początku dwie litery, a następnie 
pięć cyfr (litery i cyfry mogą się powtarzać), 
jeśli w numerach tych mogą występować je- 
dynie litery W, E oraz cyfry 1, 3, 8, 9? 


Takich numerów może być: 2: 2 - 4:4:4-4-4 = 4096. 


Ćwiczenie 3 

e moje być kódów mających йа początku cztery litery, a następnie trzy cyfty 
(litery i cyfry mogą się powtarzać), jeśli do utworzenia kodów wykorzystujemy: 
a) jedynie litery V, X, Y, Z oraz суйу 1, 3, 5, 7, 9; 

b) jedynie litery A, B, С, D, E, F, С oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6; 

c) 26 liter alfabetu oraz wszystkie cyfry? 
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Przykład 5 

Rzucono kostką i monetą. Wynikiem doświadczenia jest para (a,b), gdzie a 
jest liczbą oczek na kostce, a b — orłem lub reszką. Ile jest możliwych wyników 
takiego doświadczenia? 


Zbiorem możliwych wyników rzutu kostką jest zbiór A = (1, 2,3, 4,5,6). Zbio- 
rem możliwych wyników rzutu monetą jest zbiór В = {o,r}, gdzie o oznacza 
wypadnięcie orła, a r — reszki. 


А = б oraz 


= 12. 


Poniżej przedstawiamy drzewo ilustrujące wszystkie możliwe wyniki tego do- 
świadczenia. 


= 2, więc wszystkich możliwych wyników jest 


I 2 3 4 5 0 wynik rzutu kostką 
Ży FR PAP Ух FR 
o r o r o f о r o ” o ү etą 


Wynikami tego doświadczenia są pary: (1,0), (1, r), (20), (2, r), (3,0), (3,r), 
(4,0), (4, r), (5,0), (5.r), (6,0), (6,r). 


wynik rzutu mo 


Ćwiczenie 4 
Rzucono dwiema kostkami: zieloną i żółtą. Na kostce zielonej otrzymano pa- 
rzystą liczbę oczek, a na kostce żółtej – liczbę oczek mniejszą od 4. Ile jest moż- 
liwych takich wyników? Zbiór wyników tego doświadczenia przedstaw w po- 
staci drzewa. 


Ćwiczenie 5 

Rzucono kostką oraz dwiema monetami: dwuzłotową i pięciozłotową. Na kost- 
ce wypadła liczba oczek nie mniejsza od 5. Ile jest możliwych takich wyników? 
Zbiór wyników tego doświadczenia przedstaw w postaci drzewa. 


Zadania 


1. Пе jest możliwych kodów, w których na początku występują dwie litery, 
a następnie dwie cyfry (litery i cyfry mogą się powtarzać), jeśli wykorzy- 
stujemy litery A, B, C, D. E, F. G, H oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5? 


2. Пе jest możliwych kodów, w których na początku występują trzy litery, 
a następnie cztery cyfry (litery i cyfry mogą się powtarzać), jeśli wykorzy- 
stujemy litery A, B, С, D oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6? 


3. Na ile sposobów może się ubrać pani, która ma trzy różne kapelusze, sześć 
sukni i cztery pary butów? 
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10. 


Rzucamy trzy razy kostką. Otrzymane liczby oczek zapisane kolejno tworzą 
liczbę trzycyfrową. Ile wśród możliwych wyników jest liczb parzystych, 
a ile — większych od 500? 

Ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie: 

a) pierwsza cyfra jest nieparzysta, a pozostałe są parzyste, 

b) pierwsze dwie cyfry są parzyste, a pozostałe — nieparzyste? 

Ile jest liczb sześciocyfrowych, w których zapisie: 

a) cyfry pierwsza i ostatnia są takie same, 


b) pierwsze dwie cyfry są takie same i ostatnie dwie cyfry są takie same? 


Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie cyfra dziesiątek jest: 
a) o 4 większa od cyfry jedności, b) o 2 mniejsza od cyfry jedności. 


200. 
b) Uzasadnij, że jest ponad 2000 liczb pięciocyfrowych podzielnych przez 5, 
w których zapisie mogą występować cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5. 


a) Zapisz możliwe wyniki doświadczenia pole- PORA 


gającego na trzykrotnym rzucie monetą (drzewo a r 
przedstawione obok jest ilustracją graficzną tego РАХ Ич, 
ó ; ó ; 


a) Uzasadnij, że liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 jest mniej ni: 


doświadczenia). 
b) Ile jest możliwych wyników pięciokrotnego, Л Л A А 
a ile — dziesięciokrotnego rzutu monetą? от Š p or, 


W urnie znajdują się trzy kule oznaczone numerami 1, 2 i 3. Trzykrotnie 
wyciągamy kulę, zapisujemy jej numer i zwracamy ją do urny. Zapisane 
numery tworzą liczbę trzycyfrową. 

a) Przerysuj poniższe drzewo do zeszytu i uzupełnij je tak, aby ilustrowało 
wszystkie możliwe wyniki tego doświadczenia. 


K Ski sss 
| ч losowanie 


b) lle w ten sposób mozemy í 2 3 

otrzymać liczb parzystych? SE Е ре" losowanie 

c) Ile w ten sposób możemy í > 3 

otrzymać liczb podzielnych 331 332 333 otrzymane 
liczby 

przez 6? 
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13 mam 


— 


1.2. Permutacje 


Przyklad 1 

Na ile sposobów mošna ustawié na pólce trzy rózne 
ksiazki? 

Oznaczamy książki numerami 1, 2, 3 i wypisujemy 
wszystkie możliwe ustawienia: 

123 132 213 231 312 321 
Trzy książki możemy ustawić na 6 sposobów. 
Przykład 2 


Na ile sposobów można ustawić na półce cztery różne 
książki” 


siążki numerami 1, 2, 3, 4 i wypisujemy 
„ystkie możliwe ustawienia: 


1234 2134 3124 4123 
1243 2143 3142 4132 
1324 2314 3214 4213 
1342 2341 3241 4231 
1423 2413 3412 4312 
1432 2431 3421 4321 


Otrzymaliśmy 24 możliwe ustawienia książek. 


W przykładzie 1. podaliśmy wszystkie trzywyrazowe ciągi, które można utwo- 
rzyć, przestawiając li 
zowe ciągi, które moż 


nazywamy permutacjami. 


Definicja 


Każdy n-wyrazowy ciąg utworzony ze wszystkich elementów n-elemento- 
wego zbioru A nazywamy permutacją tego zbioru. 


Ćwiczenie 1 
Wypisz wszystkie permutacje podanego zbioru. 
a) {3,5} b) £3.5.7) с) {3,5,7,9} 


Liczbę wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy przez P,. 
Obliczamy ją, korzystając z reguły mnożenia. 
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Przykład 3 


Na ile sposobów można ustawić na półce pięć różnych książek? 


Należy odpowiedzieć na pytanie, ile jest permutacji zbioru pięcioelementowego 
(1,2,3,4,5). Najpierw wybieramy jedną spośród pięciu książek i ustawiamy 


ја na pierwszym miejscu — możemy to zrobić na 5 sposobów. Następnie wybi 


ramy jedną z czterech pozostałych książek i ustawiamy ją na drugim miejscu — 
możemy to zrobić na 4 sposoby, następnie wybieramy jedną z trzech pozosta- 


łych książek itd. Możliwych ustawień jest więc: 
5-4-3.2-1=120 


Definicja 


Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! [czyt. п silnia] oznacza iloczyn 


kolejnych liczb naturalnych od 1 do n: 
n!=1:2:3:...:n 
1. 


Przyjmujemy również, że 0! = 1 i 1! 


Ćwiczenie 2 
Podaj liczbę, którą należy wstawić w miejsce ? 
a) 4!=3!- 2 b) 8! =7!. 2 с) 12! =11!- [7 


je dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi 


(n+ 1)! =n!(n + 1) 


Ćwiczenie 3 
Uprość ułamek. 


КЕ у 8! ) (n+1)' (n+2)! 
a) m ©) gi Sw 8) m! 

т 102! (n-1)! (n-2)! 
b) gr q) 1007 еш Rdr: 
Twierdzenie 


Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n!. 


Ćwiczenie 4 


Пе jest wszystkich permutacji zbioru A, jeśli wiadomo, że: 


b) A 


= 1 

= 1 

2 

3! = 6 
4= 24 
У = 120 
6! = 720 
7!= 5040 
8! = 40320 
9! = 362880 
10!= 3628800 


11! = 39916800 
12! = 479001600 


= 127 
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Zadania 


1. 


a) Ile liczb pięciocyfrowych można utworzyć, wykorzystując wszystkie 
cyfry liczby 56789? 

b) Ile liczb sześciocyfrowych można utworzyć, wykorzystując wszystkie 
cyfry liczby 245 768? 

a) Ile jest liczb dziewięciocyfrowych, w których zapisie nie występuje 
cyfra 0 i żadna cyfra się nie powtarza? 

b) Ile jest liczb dziesięciocyfrowych, w których zapisie żadna cyfra się nie 
powtarza? 

Rozważmy liczby pięciocyfrowe, w których zapisie każda z cyfr 1, 2, 3, 4, 5 
występuje dokładnie raz. 

a) Ile jest takich liczb mniejszych od 50000? 

b) Ile jest takich liczb większych od 30000? 


Z cyfr 4, 5, 6, 7, 8, 9 tworzymy liczb, jocyfrowe o niepowtarzających 
się cyfrach. Oblicz, ile można utworzyć takich licz 


a) podzielnych przez 5, b) parzystych. 


Podaj liczbę elementów zbioru A, o którym wiadomo, że ws 
liwych jego permutacji jest: 
a) 24, b) 120, c) 40320, d) 3628800. 


„ystkich moż- 


a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Ile osób brało 
udział w zawodach, jeśli wiadomo, że numery startowe można było przy- 
dzielić na 5040 sposobów? 

b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz- 
dano numery parzyste, po czym okazało się, że numery nieparzyste można 
przydzielić na 720 sposobów. Ile osób brało udział w zawodach? 


Na ile sposobów można zakwaterować cztery osoby: 

a) w czterech jednoosobowych pokojach, 

b) w pięciu jednoosobowych pokojach? 

a) Na ile sposobów można umieścić 7 kul w 7 szufladach (kule i szuflady 
rozróżniamy) tak, aby każda szuflada była zajęta? 

b) Na ile sposobów można umieścić 7 kul w 8 szufładach (kule i szuflady 
rozróżniamy) tak, aby tylko jedna szuflada była pusta? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


10. 


11. 


12. 


15. 


16. 


. a) Uzasadnij, że nierówność 


a) Na ile sposobów można ustawić dziewięć osób w kolejce? 

b) Na ile sposobów można ustawić czworo dziewcząt i pięciu chłopców 
w kolejce tak, aby dziewczęta stały na początku kolejki? 

с) Na ile sposobów można ustawić troje dziewcząt i sześciu chłopców w ko- 
lejce tak, aby dziewczęta stały na końcu kolejki? 


Oblicz. 

a) а 8) ТЕ j) SW 

= Ж 
9 ma > = 


a) Liczba permutacji zbioru (п + 1)-elementowego jest o 600 większa od 
liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n. 


b) Liczba permutacji zbioru (n + 3)-elementowego jest 120 razy większa 
od liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n. 
Rozwiąż równanie. 


a) (n+2)! = 90n! c) — = 42 e) = 


b) 6!(n+1)!1-7!-n! = 0 


(п. 
(n- = 


< 12 spelniaja tylko dwie liczby natu- 
ralne. 


д (n+1)!(n— 


b) Uzasadnij, że nierówność СЕОУ < n spełniają wszystkie liczby 


naturalne większe od 1. 


Uzasadnij, że równość (n + 1)! — n! = n : n! jest spełniona przez każdą 
liczbę naturalną n. Korzystając z udowodnionego stwierdzenia, uzasadnij 
równość: 


-11+2-21+3-3!1+...+n'n!=(n+1)!-1 


Ile zer na końcu ma podana liczba? 


a) 15! b) 30! c) 100! 


Grupa n przedszkolaków zostawiła rano swoje czapki w szatni. Z powodu 
popołudniowego zamieszania każde dziecko wróciło do domu w nie swojej 
czapce. Na ile sposobów jest to możliwe, jeśli: 


b) n=4, 


a) n=3, жс) п= 5? 


1.2. Permutacje 


17 wn 


— 


Permutacje z powtórzeniami 


Przykład 1 

a) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, K, R. Zmieniając kolejność li- 
ter, otrzymujemy czteroliterowe słowa (mające sens lub nie). Wyznacz wszyst- 
kie możliwe słowa. 


Jest 12 możliwych słów: 

AAKR AKAR AKRA KAAR KARA KRAA 

AARK ARAK ARKA RAAK RAKA RKAA 
b) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, T, T. Zmieniając kolejność liter, 
otrzymujemy czteroliterowe słowa (mające sens lub nie). Wypisz wszystkie 
możliwe słowa. 
Jest 6 możliwych słów: 

AATT ATAT ATTA TAAT TATA TTAA 


Rozpatrzmy n-elementowy ciąg, którego wyrazy należą do zbioru: 
ax) 


nk razy (czyli ny + na +... + nę = n). 
Taki ciąg nazywamy n-elementową permutacją z ас ати zbioru A. 
Liczba takich permutacji jest równa 


Przykład 2 
Niech m określa, ile lic 
cyfry liczby т. 


a) Jeśli т = 112222, to m = 


b) Jeśli z = 112223, tom = 


6! 
21-31 


1. a) Пе siedmioliterowych słów (mających sens lub nie) możemy otrzymać, 
przestawiając litery w słowie BARBARA? 
b) Ile dziewięcioliterowych słów (mających sens lub nie) możemy otrzy- 
mać, przestawiając litery w słowie KATAPULTA? 

2. Ile dziesięciocyfrowych liczb możemy otrzymać, przestawiając cyfry w licz- 
bie: 
a) 1222333444, b) 9989879876? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


1.3. Wariacje bez powtórzeń 


Przykład 1 


Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych spośród 
następujących: A, B, C, D, E, F, G, H, przy czym litery 
nie mogą się powtarzać. Ile jest takich kodów? 


Na pierwszym miejscu kodu możemy wpisać jedną z ośmiu liter, na drugim 
jedną z pozostałych siedmiu, a na trzecim — jedną z pozostałych sześciu. Zatem 
jest 8 - 7 - 6 = 336 kodów. 


Przykład 2 
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych spośród 26 liter alfabetu, przy 
czym litery nie mogą się powtarzać. Ile jest takich kodów? 


Takich kodów jest 26 - 25 - 24 = 15600. 


Ćwiczenie 1 
a) Ile można utworz 
tery A, B, C, D, E, F 
b) Ile można utworzyć kodów czteroliterowych, w których moż 
da z 26 liter alfabetu i żadna litera się nie powtarza? 


ć kodów czteroliterowych, w których mogą wystąpić li- 
żadna litera się nie powtarza? 


ystąpić każ- 


Opisane wyżej ciągi liter tworzące kody to przykłady wariacji bez powtórzeń. 
Definicja 
Każdy k-wyrazowy ciąg utworzony z różnych elementów n-elementowego 


zbioru A, gdzie k < n, nazywamy k-elementową wariacją bez powtórzeń 
zbioru A. 


Zauważmy, że każda n-elementowa wariacja bez powtórzeń zbioru n-elemen- 
towego jest permutacją. 

Aby obliczyć liczbę k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru n-elemen- 
towego, korzystamy z reguły mnożenia. 


[р] Ćwiczenie 2 


Dany jest dziesięcioelementowy zbiór А. Uzasadnij, że: 

a) 4-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru A jest 10-9-8-7, 

b) k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru A jest: 
10-9-...-(10— (k — 1)), gdzie k = 1,2,...,10 


1.3. Wariacje bez powtórzeń 


Twierdzenie 


Jeśli k < п, to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru 
n-elementowego jest: а 
п- (п 1)... (п – (6-1) =— 


(n=k)! 


Uwaga. Jeśli liczbę wszystkich k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru n-ele- 
mentowego oznaczymy przez V.E, to treść powyższego twierdzenia zapiszemy: 


vk = 


Ćwiczenie 3 
Ile jest liczb trzycyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0 i cyfry się 
nie powtarzają? A ile jest takich liczb czterocyfrowych? 


Przykład 3 
Tle jest liczb pięciocyfrowych podzielnych przez 5, w których zapisie występują 
tylko cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 i żadna z nich się nie powtarza? 


Liczba jest podzielna przez 5, jeśli jej ostatnią cyfrą jest 0 lub 5. 
Niech A będzie zbiorem tych liczb spełniających warunki zadania, których 
ostatnią cyfrą jest 0. 717171210 


Wówczas A jest równa liczbie czteroelementowych wariacji bez powtórzeń 
zbioru £1,2,3,4,5,6). 


Zatem A = —®— = 360. 


(6-01 
Niech B będzie zbiorem tych liczb spełniających warunki zadania, których 
ostatnią cyfrą jest 5. 717171715 


Zwróćmy uwagę, że pierwszą cyfrę liczby wybieramy ze zbioru {1,2, 3,4,6}, 
więc В = 5.5.4.3 = 300. 


Zatem A + B = 360 + 300 = 660. 


W powyższym przykładzie zastosowaliśmy regułę dodawania. Mówi ona, że 


jeśli zbiory A i B są rozłączne, to liczba elementów zbioru A U B jest równa 
sumie liczby elementów zbioru А i liczby elementów zbioru B: AU B = A+B. 
Regułę dodawania można sformułować bardziej ogólnie. 


Reguła dodawania 


Jeśli zbiory A). A>, ... , А, są parami rozłączne, to: 
A,UA2U...UA,=4A,+4A2+...+ An 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Ćwiczenie 4 
Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych, w których zapisie występują tylko 
cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7 i żadna z nich się nie powtarza? 


Zadania 


1. Ile jest liczb trzycyfrowych, w których zapisie występują tylko cyfry 1, 3, 5, 
7,9 і żadna z nich się nie powtarza? A ile jest takich liczb czterocyfrowych? 


2. a) Ile można utworzyć siedmiocyfrowych numerów telefonicznych rozpo- 
czynających się od 71, w których żadna cyfra nie będzie się powtarzała 
i które nie będą zawierały cyfry 0? 


b) Ile można utworzyć siedmiocyfrowych numerów telefonicznych rozpo- 
czynających się od 701, w których żadna cyfra nie będzie się powtarzała? 


3. Do windy zatrzymującej się na 10 piętrach wsiadły 4 osoby. Na ile sposo- 
bów osoby te mogą opuścić windę, jeśli każda z nich wysiada: 
a) na innym piętrze, 


b) na innym piętrze i nikt nie wysiada na trzech ostatnich piętrach? 


aS 


Ile jest liczb pięciocyfrowych o niepowtarzając; 
cyfra jest parzysta, a pozostałe są nieparzy: 


ych się cyfrach, jeśli pierwsza 
e? 


m 


Ile jest liczb parz ciocyfrowych o niepowtarzających się cyfrach, 
jeśli wiadomo, że w zapisie tych liczb występują cyfry: 
a) 1, 2,3, 4,5, 6, b) 0, 1, 2, 3, 5, 7, 9? 


9 


Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych o niepowtarzających się cyfrach, 

jeśli wiadomo, że w zapisie tych liczb nie występuje cyfra 0. Ile spośród tych 

liczb jest takich, że cyfry parzyste nie sąsiadują ze sobą i cyfry nieparzyste 

nie sąsiadują ze sobą? 

7. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych podzielnych przez 25 o niepowta- 
rzających się cyfrach. 

8. Oblicz. 

a) Vë уи? 9v a) Vë e) v} йур 


[р] 9. 


Dany jest zbiór n-elementowy. Uzasadnij 


a) liczba (n — 1)-elementowych wariacji bez powtórzeń tego zbioru jest 
równa liczbie jego permutacji, 


b) liczba 2-elementowych wariacji bez powtórzeń tego zbioru jest parzysta. 


1.3. Wariacje bez powtórzeń 


1.4. Wariacje z powtórzeniami 


Przykład 1 

Пе jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w których zapisie mogą występować 
tylko cyfry 1 i 2? 

Każdą z trzech cyfr możemy wybrać па dwa sposoby, zatem jest 2-2.2 = 8 
takich liczb. 


111 121 211 221 Jest 8 liczb trzycyfrowych, w których za- 
112 122 212 222 pisie mogą występować tylko cyfry 1 i 2 
Przykład 2 


Пе jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w których zapisie mogą występować 
tylko cyfry 1, 2, 3, 4i 5? 


25 takich liczb. 


Jest 5-2 


Ćwiczenie 1 
a) Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w któtych zapisie mogą występo- 
wać tylko cyfry 1 i 2? 

b) Ile jest kich lic 


cyfrowych, w których zapisie mogą wystę- 


Opisane wyżej ciągi cyfr tworzące liczby to przykłady wariacji z powtórze- 
niami. 


Definicja 


Każdy k-wyrazowy ciąg utworzony z elementów zbioru A nazywamy 
k-elementową wariacją z powtórzeniami zbioru A. 


Uwaga. W wariacji z powtórzeniami wyrazy mogą się powtarzać. 
Przykład 3 

Ile pięcioliterowych kodów można utworzyć z li- 

ter A, B, C, D, E, F, G, H, jeśli litery mogą się о ГА [еа [е 
powtarzać? 

Można utworzyć 8° = 32768 takich kodów. 

Ćwiczenie 2 


Tle pięcioliterowych kodów można utworzyć z 26 liter alfabetu, jeśli litery mogą 
się powtarzać? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Twierdzenie 
Wszystkich k-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru n-elemento- 


wego jest n*. 


Uwaga. Jeśli liczbę wszystkich k-elementowych wariać 
n-elementowego oznaczy! 


i z powtórzeniami zbioru 
my przez WŚ, to treść powyższego twierdzenia zapiszemy: 


Ćwiczenie 3 
a) Пе jest wszystkich dwuelementowych wariac 
siętiasletńśntówego? 


z powtórzeniami zbioru dzie- 


b) Ile jest wszystkich dziesięcioelementowych wariacj 
dwuelementowego? 


powtórzeniami zbioru 


Zadania 


1. Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w których zapisie nie ma: 

a) cyfry 0, b) cyfr 0 i 4, с) суў 0,415, d) cyfr4i5? 
2. Пе jest wszystkich liczb pięciocyfrowych: 

a) zaczynających się od 12, b) których ostatnią cyfrą jest 7? 


3. Która z liczb jest więks 


a) liczba dwuelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru trzyelemen- 
towego czy liczba trzyelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru dwu- 
elementowego, 

b) liczba trzyelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru czteroelemen- 
towego czy liczba czteroelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru 
trzyelementowego? 


[р] 4. Z urny, w której znajdują się kule z numerami 4, 5, 6, 7, 8, 9, losujemy 


kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejności losowania tworzą 
liczbę czterocyfrową. Uzasadnij, że przy losowaniu ze zwracaniem możli- 
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie więcej niż przy losowaniu 
bez zwracania. 

Uwaga. Losowanie polega na wyciąganiu przedmiotów (пр. losów, kul, żetonów) 
w sposób, który wyklucza wpływ osoby losującej na otrzymany wynik. 


5. a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul (kule i szuflady rozróż 
sposobów możemy rozmieścić te kule? 
b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule (kule i szuflady rozróżniamy). Na ile 
sposobów możemy rozmieścić te kule? 


iamy). Na ile 


1.4. Wariacje z powtórzeniami 


10. 


11. 


12. 


a) Na ile sposobów 6 osób może wysiąść z windy, która zatrzymuje się na 
dziesięciu piętrach? 
b) Na ile sposobów 10 osób może wysiąść z windy, która zatrzymuje się 
na sześciu piętrach? 


Niech m będzie liczbą sposobów, na które 5 pasażerów może wysiąść z po- 
ciągu na czterech stacjach, a n — liczbą sposobów. na które 4 pasażerów 
może wysiąść z pociągu na pięciu stacjach. Uzasadnij, że m — n < 400. 

Ile jest wszystkich liczb, w których zapisie występują tylko cyfry 0 i 1 


i które mają co najwyżej: a) 5 cyfr, b) 11 cyfr, c) n cyfr? 


Ile jest wszystkich liczb, które są zapisane tylko za pomocą cyfr 0, 1, 2 
oraz mają: a) 5 cyfr, b) 11 cyfr, с) n cyfr? 


Rzucamy czterokrotnie kostką. Wyrzucone liczby oczek są kolejnymi cy- 
frami liczby czterocyfrowej. Ile spośród otrzymanych w ten sposób liczb 
jest: 


a) większych od 6000, c) podzielnych przez 25, 

b) większych od 3500, d) podzielnych przez 4? 

Oblicz, ile jest liczb pięciocyfrowych: 

a) mniejszych od 48000, с) o nieparzystym iloczynie cyfr, 
b) większych od 56700, d) o parzystym iloczynie cyfr. 


Liczby palindromiczne to liczby, które czytane od lewej do prawej i od 
prawej do lewej są takie same, np. 12321, 44444 lub 345543. 


Czy liczb palindromicznych sz 
wych? Odpowiedź uzasadnij. 


ciocyfrowych jest więcej niż pięciocyfro- 


13. Liczba sposobów rozmieszczenia 3 kul, każdej w innym kolorze, w n ponu- 


14. 


15. 


* 


merowanych szufladach jest o 331 mniejsza od liczby sposobów rozmiesz- 
czenia tych kul w n + 1 ponumerowanych szufladach. Oblicz n. 


Пе dzielników naturalnych ma liczba т? 
а) т=2.3%.5$ b) x = 810000 


Nota za styl skoku narciarskiego wynosi od 0 do 20 punktów i moze byé 
przyznawana co pól punktu. Na ile sposobów pieciu sedziów moze przyznaé 
notę za styl? 


Rachunek prawdopodobieństwa 


*1.5. Kombinacje 


Przykład 1 

W turnieju szachowym brało udział 
pięcioro zawodników. Ile partii roze- 
grano, jeśli każ zestnik rozegrał 
jedną partię z każdym z pozostałych? 


Oznaczmy uczestników numerami: 
1,2,3,415 

Rozegranych partii j 

(1,2,3,4,5). Jest dzie 


{1,2}, {1,3}, (1,4), (1,5), {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, (3,5), (4,5) 


Każdy taki podzbió 


tyle samo co dwuelementowych podzbiorów zbioru 


akich podzbiorów, zatem rozegrano dziesięć partii: 


r nazywamy dwuelementową kombinacji 


zbioru pięcioele- 
mentowego. Zwróć uwagę, że przy podawaniu elementów kombinacji nie jest 


ważna kolejność, w jakiej są one wymieniane. 


Definicja 


r-elementowy podzbiór zbioru n-elementowego A, gdzie 0 < k < n, 
nazywamy k-elementową kombinacją zbioru A. 


Przykład 2 
W tabeli podano 1- 


„ 3-1 4-elementowe kombinacje zbioru (1, 


Zauważ: 


że kombinacją 0-elementową jest zbiór pusty. 
Kombinacje jednoelementowe | {1}, {2}, {3}, (4) 


Kombinacje dwuelementowe {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, 


14), {3,4} 


Kombinacje trzyelementowe | {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4} 


Kombinacja czteroelementowa {1,2,3,4} 


Ćwiczenie 1 


É 


Че jego k-elementowe kombinacje dla 


Ćwiczenie 2 


Podaj wszystkie 2- i 5-elementowe kombinacje zbioru {1,2,3,4,5,6}. 


1.5. Kombinacje 


Jeżeli k < п, to wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen- 
towego jest: пі 
(пк)! 


Uwaga. Jeśli liczbę wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego 


Dowód. Każde k wybranych elementów można ustawić w ciąg na k! sposobów. Każdy 
taki ciąg jest k-elementową wariacją bez powtórzeń zbioru n-elementowego. Zatem: 


Uwaga. Liczbę wszystkich k-elementowych kombinacji zbio- юа 
ти n-elementowego oznacza się też symbolem (7) (czytaj: k]  kl(n=k)! 
n nad А], zwanym symbolem Newtona. 


Ćwiczenie 3 
Oblicz. 


500000 »0060006 


[р] Ćwiczenie 4 


Uzasadnij 


a) (2) =, b) (1) =n d (eiaa 9 (8). 


[р] Ćwiczenie 5 


towego jest tyle samo co (n — k)-elementowych kombi- 


Wykaż, że k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen- |, z 
( ) Z ( ) 
nacji tego zbioru. 


Przykład 3 

Na ile sposobów można wybrać spośród 8 osób trzyosobową delegację? 

Delegację składającą się z trzech osób można wybrać na: 

6-7-8 
2-3 


= 56 sposobów 


Ćwiczenie 6 
Na ile sposobów można wybrać spośród 7 osób delegację trzyosobową, a na 
ile — delegację czteroosobową? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


HE Wzór dwumianowy Newtona 


Wyrażenie przedstawiające rozwinięcie (a + b)”, dla n = 1,2,..., możemy 
znaleźć, korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona: 


Twierdzenie 


(a +b)" = ("а + (Jar b+ (7ja" 287 +... + („",)аһ"-1 + (")ь" 


Na przykład: 
(a+b) = (0)а + (s)a*b + (2) а + (ga 5 + ()abt + (8) = 
= a° + 5a'b + 10а%Ь? + 10a2b% + 5ab' +1Ў 
Jeśli do powyższego wzoru zamiast b podstawimy —b, to otrzymamy: 
(a — b)? = a — 5a'b + 10а%Ь? — 10a?b* + 5ab' — b 


[р] Ćwiczenie 7 
Uzasadnij, że dla n: 
a) parzystego: (а – b)" = (z)a" — (")а" 10+... — („"„)ab""" + (7)b", 
b) nieparzystego: (a —b)" = (pja" — (a+... + (Jatt — (b. 


Współczynniki liczbowe występujące 
w rozwinięciu wyrażenia (a + b)” mo- 
żemy znaleźć w kolejnych wierszach n 
trójkąta Pascala. Liczba znajdująca " 
się w n-tym wierszu na k-tej pozycji 
(gdzie k = 0,1,...,n) jest równa (л). 
Na przykład wiersz siódmy to kolejno: 


(0 = 0=7 0=2 ()=35. ()=35. G)=21 ()=7. ()=1 


Każda liczba w trójkącie Pascala (z wyjątkiem skrajnych, które są jedynkami) 
jest sumą dwóch liczb znajdujących się nad nią (np. dla n = 7 mamy: 7 = 1+6, 
21 = 6+ 15, 35 = 15 + 20). 


я R Q 
1 š 6 4 1 
15 10 105 1 
1 6 15 20 15 6 1 
17 21 35 35 21 7 1 


ЖЕЛЕ 


saużuwe 


[р] Ćwiczenie 8 
k ‚(т пу (пу, 
Udowodnij wzór podany obok. У (0 + (e) = (EH) 
Ćwiczenie 9 
Korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona, wyznacz rozwinięcie: 
a) (a+b), b) (a=b), ©) (a+b), а) (а 0)*. 


1.5. Kombinacje 27 


Zadania 


LE 


“© O 90) 90) 008) s(2 
s) "© "0 »G (m o 


a) Wypisz wszystkie 2- i 3-elementowe kombinacje zbioru fa,b,c,d). 
b) Wypisz wszystkie 4-elementowe kombinacje zbioru (1,2,3,4,5). 


W szufladzie znajduje się 12 krawatów. Na ile sposobów możemy wycią- 
gnąć spośród nich: 
a) dwa krawaty, b) cztery krawaty? 


Klasa liczy 18 osób, w tym 10 dziewcząt. Na ile sposobów można wybrać 
czteroosobową delegację, w której skład wejdą: 

a) dwaj chłopcy i dwoje dziewcząt, b) jeden chłopiec i troje dziewcząt? 
a) Podczas egzaminu student losuje 4 pytania spośród 6. Na ile sposobów 
może to zrobić? 

b) Część A egzaminu zawiera 8 pytań, część В ~ 10 pytań. Student losuje 
6 pytań z części A i 9 z części B. Na ile sposobów może to zrobić? 

a) Spotkało się dziesięcioro znajomych i każdy z każdym przywitał się 
uściskiem dłoni. Ile było powitań? 


b) W turnieju szachowym rozegrano 55 partii. Ilu było uczestników, jeśli 
każdy uczestnik rozegrał jedną partię z każdym z pozostałych? 


Jeśli przez każde dwa wierzchołki n-kąta foremnego poprowadzimy prostą, 
to otrzymamy 66 różnych prostych. Wyznacz miarę kąta wewnętrznego 
tego n-kąta. 


Р, B 


a) Ile trójkątów można utworzyć, łącząc trzy punkty 
wybrane spośród rozmieszczonych na okręgu punk- 
tów Pi, Pą,... , Pio (rysunek obok)? 


b) Na okręgu zaznaczono n punktów. Liczba trójką- 


tów, które można utworz; łącząc dowolne trzy spo- 
śród tych punktów, jest równa 84. Oblicz n. Ps Р 


Na okręgu zaznaczono 6 punktów. Ile jest czworokątów, a ile wszystkich 
wielokątów, których wierzchołki leżą w tych punktach? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 


[р] 16. 
[р] 17. 


18. 


Na jednej prostej zaznaczono 4 punkty, a na 
drugiej prostej, równoległej do pierwszej, za- 
znaczono 5 punktów (rysunek obok). Ile jest 
trójkątów, a ile czworokątów, których wierz- 
chołki leżą w tych punktach? 
Wyznacz rozwinięcie podanego wzoru. 
a) (a +b)! b) (a — b)! c) (a +b) d) (a — b)” 
Wyznacz wiersze trójkata Pascala dla n = 9 i n = 10 oraz podaj rozwi- 
nięcia wzorów (a + b)” i (a +b)". 
Korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona, oblicz: 
а) (V8+1), b)(2-V2), © (2+V2), a) (03-1). 
Wyznacz rozwinięcie podanego wyrażenia. 
a) (т+1)* с) (2z + 1)! e) (z +2) g) (z + 1) 
b) (z 2)* d) (2z — 4) f) (2z — 1)5 h) (z — 2)% 
Wyznacz współczynnik podanego wielomianu przy z5. 
a) (WZr+1) e) (Zr+v2) e) (421) g) (Beż +1) 
b) (V-17 d) (e-3 0) (2-3 h (8aż- 1) 
Korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona, uzasadnij, że: 
6) + 0+ 6 +--+(71) +) =2" 
Uzasadnij, że podana równość zachodzi dla wszystkich liczb nieparzy- 


NOT agt) 


Rozpatrujemy wszystkie łamane składające się 
z odcinków równoległych do osi układu współ- 
rzędnych, których końcami są punkty o obu 
współrzędnych całkowitych (przykładowa łama- 
na na rysunku obok). Ile jest takich łamanych 
długości 9 o początku w punkcie О(0.0) i końcu 
w punkcie A(5,4)? 


1.5. Kombinacje 


1.6. Kombinatoryka — zadania 


Aby ustalić, ile obiektów spełnia warunki zadania, czasami warto wypisać 
wszystkie takie obiekty i je policzyć. 


Przykład 1 

Rzucamy cztery razy kostką i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne 
cyfry liczby czterocyfrowej. Ile można w ten sposób otrzymać liczb, których 
suma cyfr jest równa 6? 


Suma 


fr może być równa 6 w dwóch przypadkach: 
* w zapisie liczby występują raz cyfra 3 i trzy razy 
liczby: 1113, 1131, 1311, 3111; 

• w zapisie liczby występują dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1; jest s 
takich liczb: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211. 

Wszystkich takich liczb jest 4 + 6 = 10 (korzystamy z reguły dodawania). 


cyfra 1; są cztery takie 


Ćwiczenie 1 
Rzucamy trzy razy kostką i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne 
cyfry liczby trzycyfrowej. Ile można w ten sposób otrzymać liczb, których: 


a) suma cyfr jest równa 6, iloczyn cyfr jest równy 6? 


W poniższym przykładzie wypis; 
zadania nie byłoby praktyczne, dlatego wykorzystamy wzór na liczbę wariacji 
z powtórzeniami. 


Przykład 2 
Ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie mogą występować cyfry na- 
do zbioru £1,2.3,4,5,6) i co najmniej raz występuje cyfra 3? 


Niech X będzie zbiorem wszystkich liczb czterocyfrowych zapisanych za po- 
mocą cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6; A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w których 
zapisie co najmniej raz występuje cyfra 3; В — zbiorem tych liczb ze zbioru X, 
w których zapisie ani razu nie występuje cyfra 3. 


Wówczas 
Zauważmy, że X = AU B oraz A i B są rozłączne, stąd X 
Zatem A = X — В = 61 — 5! = 1296 — 625 = 671. 


Ćwiczenie 2 
Пе jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0, a suma 
cyfr jest mniejsza od 35? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Podczas rozwiązywania zadań będziemy korzystać z poniższych wzorów. 


Wzór Opis 
B=nl! liczba permutacji zbioru n-elementowego 
rh% liczba k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru 
"” (n=k)! | n-elementowego 
WE = nË liczba k-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru 
By n-elementowego 
СЕ liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego 


Przykład 3 
Ile jest liczb ośmiocyfrowych, których suma cyfr jest równa 3? 
Warunki zadania spełniają liczby należące do zbiorów: 


A — w zapisie liczby występują jedna cyfra 3 i siedem cyfr 0. 
Jedynym elementem tego zbioru jest liczba 3000000, zatem A = 1. 


В — w zapisie liczby występują jedna cyfra 2, jedna cyfra 1 i sześć cyfr 0. 


Jeśli pierwszą cyfrą tej liczby jest 2, to cyfra 1 znajduje się na jednej z po- 

zostałych siedmiu pozycji, analogicznie jeśli pierwszą cyfrą jest 1, to cyfra 2 

znajduje się na jednej z pozostałych siedmiu pozycji, zatem: 
B=2.()=14 


© - w zapisie liczby występują trzy cyfry 1 i pięć cyfr 0. 
Pierwszą cyfrą jest 1, pozostałe cyfry 1 znajdują się na dwóch spośród pozo- 
stałych siedmiu pozycji, zatem: 
с-() = 
Zbiory А, В, C są parami rozł: 
AUBUC=A+B+C€=1+14421=36 


zne, zatem: 


Ćwiczenie 3 


Пе jest liczb sześciocyfrowych o iloczynie cyfr równym: a) 6, Б) 8? 


Ćwiczenie 4 
Tle jest liczb dziesięciocyfrowych o sumie cyfr równej: 
a) 2, b) 4, c) 87, d) 88? 


1.6. Kombinatoryka — zadania 


Zadania 


1. Podczas sprawdzianu należało obliczyć, ile jest liczb czterocyfrowych o róż- 
nych cyfrach należących do zbioru 0, 1,2,3,4,5). Poniżej przedstawiono 
rozwiązania podane przez dwóch uczniów. 
uczeń I: 5-5-4-3 = 300 uczeń II: 6-5- 


Uzasadnij podane rozwiązania. 


-3—1-5-4-3 = 300 


2. Пе jest pięciocyfrowych liczb parzystych o różnych cyfrach, jeśli wiadomo, 
że w zapisie tych liczb nie występuje cyfra 7? Ile jest takich liczb sześcio- 
cyfrowych? 


3. Пе jest liczb czterocyfrowych, który yfry należą do zbioru 0, 2, 4, 6,8} 
i nie mogą się powtarzać, a ich suma jest większa od 12? 


4. Пе jest wszystkich liczb, w których zapisie występują tylko cyfry 0,112 
i które mają co najwyżej: a) 4 cyfry, b) 6 cyfr? 

5. W partii 40 monitorów komputerowych 4 są uszkodzone. Wybieramy 3 mo- 
nitory. Na ile sposobów można dokonać takiego wyboru, aby: 
a) żaden z wybranych monitorów nie był uszkodzony, 


b) co najwyżej jeden z wybranych monitorów był uszkodzony? 


6. Na parkingu salonu samochodowego stoi 10 samochodów tej samej marki. 
Cztery samochody są czarne, trzy — srebrne, a pozostałe — granatowe. 
Wybieramy trzy samochody. Na ile sposobów można dokonać wyboru tak, 
aby wszystkie wybrane samochody były: 


a) w różnych kolorach, b) w tym samym kolorze? 


7. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Liczbę 11 21 31 41 51 61 
oczek na pierwszej 2 nich oznaczamy 12 22 32 42 52 62 
przez r, a na drugiej — przez y. Ile jest 
możliwych wyników spełniających podany 13 23 33 43 53 63 
warunek? 14 24 34 44 54 64 
a) z < y lub z > y + 2 (diagram obok) 15 25 35 45 55 65 


b) ż=ylubszy+2 
с) z+y<5lubc+y=10 Ho a o u Pe 66 


Termin kombinatoryka pochodzi z wydanej w 1666 r. rozprawy Gottfrieda 
Wilhelma Leibniza Dissertatio de arte combinatoria. 
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[р] 8. 


© 


10. 


11 


12. 


E 
B 


14. 


a) Pięciu posłów — trzech z partii X i dwóch z partii Y — zajmuje wspólną 
pięcioosobową ławę na sali sejmowej. Posłowie jednej partii siedzą obok 
siebie. Uzasadnij, że są 24 możliwe sposoby zajęcia miejsc przez posłów. 
b) Siedmiu posłów — trzech z partii X i czterech z partii Y ~ zajmuje 
wspólną siedmioosobową ławę na sali sejmowej. Postanowili oni zająć mi 
sca w ten sposób, że żaden nie ma za sąsiada posła ze swojej partii. Na ile 
sposobów posłowie mogą zasiąść w ławie? 


Grupa uczniów ~ czworo dziewcząt i ośmiu chłopców ~ zajmuje wspólny 
dwunastomiejscowy rząd w kinie. Na ile sposobów uczniowie mogą zająć 
miejsca tak, aby: 

a) dziewczęta siedziały razem, b) chłopcy siedzieli razem. 


W skład rady uczniów wchodzi po dwoje przedstawicieli klas Ша, IIIb, 
IIIc, IVa i IVb. Na ile sposobów można wybrać: 

a) pięcioosobową delegację tej rady, 

b) pięcioosobową delegację tej rady tak, aby był w niej przedstawiciel 
każdej klasy, 

с) pięcioosobową delegację tej rady tak, aby przynajmniej jedna klasa była 
reprezentowana przez dwoje uczniów? 


Do klubu golfowego należy 20 mężczyzn i 10 kobiet. Członkowie klubu 
wybierają przewodniczącego. wiceprzewodniczącego i sekretarza. Na ile 
sposobów mogą dokonać wyboru tak, aby została wybrana przynajmniej 
jedna kobieta? 


W szufladzie znajduje się 10 par rękawiczek, każda para jest innego koloru. 
Na ile sposobów można wyciągnąć z szuflady 4 rękawiczki, aby wśród nich 
nie było ani jednej pary? 


W konkursie kulinarnym wzięło udział 12 par małżeńskich. Do drugiego — 
indywidualnego — etapu konkursu jury wybrało 8 osób. Uzasadnij, że jeśli 
wśród wybranych osób: 

a) jest tylko jedna para małżeńska, to takiego wyboru można dokonać na 
ponad 350000 sposobów, 

b) są dwie pary małżeńskie, to takiego wyboru można dokonać na ponad 
220000 sposobów. 


W hostelu jest pięć pokojów o numerach od 1 do 5, które informują o liczbie 
miejsc noclegowych w danym pokoju. Na ile sposobów można rozlokować 
w tych pokojach 15 osób? 


1.6. Kombinatoryka — zadania 


15. W zapisie pewnej liczby występują cyfry od 1 do 6, przy czym cyfra n 
występuje dokładnie n razy, gdzie n € 1,2....,6). Z ilu cyfr składa się 
ta liczba? Ile jest takich liczb? 


Talia 52 kart składa się z 13 pików (Ф), 13 kierów (Ф). 13 kar (Ф) i 13 tre- 
fli (4). Litery A, K, D, W oznaczają figury: odpowiednio asa, króla, damę 
i waleta. W skład talii wchodzą karty wymienione poniżej. 


АФ Ka De Wa 10% 9% S4 T4 GA 54 1% 3% 2% 
АФ KW DW WO 10@ 09 59 7V Gw 5V 19 30 29 
АФ КФ рФ We 10% 9% S* ТФ 6% 5% 4% 3% 2% 
АФ КФ D* Wæ 10% 9% 54 7& 6% 5% 1% 3% 2% 


16. a) Ztalii 52 kart wybrano jednego pika, jednego kiera, jedno karo oraz jed- 
nego trefla. Wiadomo, że wśród wybranych czterech kart nie ma dokładnie 


trzech asów. Na ile sposobów można dokonać takiego wyboru? 


b) Z talii 52 kart wybrano jednego asa, jednego króla, jedną damę oraz 
jednego waleta. Wiadomo, że nie wybrano czterech kierów. Na ile sposobów 
można dokonać takiego wyboru? 


17. Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Oblicz, na ile sposobów można dokonać 
wyboru tak, aby wśród wybranych kart było 5 kierów oraz: 


a) 8 trefii, b) 4 trefle, 3 kara i 1 pik. 


18. Z talii 52 kart wybieramy 5 kart. Oblicz, na ile sposobów można dokonać 


wyboru tak, aby wśród wybranych kart: 


a) były dokładnie 3 karty jednego koloru, b) była co najmniej 1 figura. 


19. Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Na ile sposobów można wybrać karty 
dokładnie dwóch kolorów? 


. W jednej z gier liczbowych należy skreślić (12 за 5 от 
6 spośród 49 liczb. Czy liczba możliwych wy- | 8 9 10 11 12 13 14 
borów jest większa od 10000000? 


Na ile sposobów można skreślić 6 liczb na 22 23 24 | 25 | 26 | 27 28 
kuponie gry liczbowej takim jak przedsta- 29 |30|31|32|33|34 | 35 
wiony obok, jeśli nie można skreślić 2 liczb 
w tym samym wierszu? 


ж-з» 1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Dwójkowy system liczbowy 


Wszystkie operacje wykonywane przez komputery Zapis liczby w systamie 
są realizowane w systemie dwójkowym (binarnym). 
Do zapisywania liczb w systemie dwójkowym wy- 
korzystuje się tylko cyfry 0 i 1. Kolejne pozycje 1 1 


dziesiętnym dwójkowym 


odpowiadają kolejnym potęgom liczby 2. Na przy- 2 10 

kład liczba zapisana w systemie dwójkowym jako 

10111 to: ы п 
4 100 


10111, =1:21+0-2+1-2*+1-2'+1-2= 

=16+4+2+1= 23 5 

Uwaga. Indeks (2) bywa używany. aby zaznaczyć, że 6 110 

liczba została zapisana w systemie dwójkowym. 7 111 
8 


1000 
stemie dwójkowym, to zaczynamy od 7 TL 


Jeśli chcemy liczbę podaną w systemie dziesiętnym 
zapisać w 
przedstawienia jej jako sumy potęg liczby 2. Na 
przykład dla liczby 113 mamy: 

11 64+32+16+1=1-2%+1-2+1-2*+1-20 
zatem liczba 113 zapisana w systemie dwójkowym to 11100010). 


10 1010 


Działania w systemie dwójkowym wykonujemy analogicznie jak w systemie 
dziesiętnym. W wypadku dodawania należy pamiętać, że w systemie dwójko- 
wym 12) + 1(2) = 102). 


1. Zapisz w systemie dziesiętnym liczbę podaną w systemie dwójkowym. 
a) 10116) b) 11010) ©) 101010112) d) 10000000001) 


2. Zapisz w systemie dwójkowym liczbę podaną w systemie dziesiętnym. 
a) 31 b) 36 c) 78 d) 150 
3. Wykonaj dodawanie liczb zapisanych w systemie dwójkowym. Sprawdź 
otrzymany wynik, przeprowadzając obliczenia w systemie dziesiętnym. 
a) 10142) +110) c) 111015) + 11110) 
b) 11011) + 1011) d) 10101010) + 111111) 


4. Пе jest liczb, które w zapisie dwójkowym mają: 
a) 10 cyfr, 
b) 10 cyfr, a wśród nich są tylko cztery jedynki? 


Dwójkowy system liczbowy 


1.7. Zdarzenia losowe 


Rzut monetą czy rzut kostką to przykłady doświadczeń losowych, czyli takich 
doświadczeń, których wyniku nie możemy przewidzieć. W przypadku jedno- 
krotnego rzutu monetą możliwe wyniki to orzeł lub reszka. W przypadku 
jednokrotnego rzutu kostką mamy sześć możliwych wyników: 1, 2, 3, 4, 5 lub 
6 oczek. 

Poszczególne wyniki doświadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen- 
tarnymi, a ich zbiór — przestrzenią zdarzeń elementarnych lub krótko prze- 
strzenią. Zgodnie z tradycją przestrzeń zdarzeń elementarnych oznaczamy 
grecką wielką literą omega (О), a pojedyncze zdarzenia elementarne — małą 
literą omega (w). 


Przykład 1 
a) Przestrzeń zdarzeń elementarnych rzutu monetą: Q = fo,r), gdzie о ozna- 
cza otrzymanie orła, a r — reszki. 


b) Przestrzeń zdarzeń elementarnych rzutu kostką: О = {1, 2,3, 4,5,6}. 


c) Przestrzenią zdarzeń elementarnych w doświadczeniu polegającym na rzu- 
cie najpierw monetą, a następnie kostką jest zbiór: 
Ө = {(о,1), (0,2), (o, 3), (0,4), (о, 5), (о, 6), (r, 1), (r, 2), (7.3), (r, 4), (r, 5), (т, 6)}. 


Ćwiczenie 1 

Z urny zawierającej trzy kule ponumerowane 1, 2 i 3 losujemy jedną kulę, 
a następnie drugą. Numery kul zapisane w kolejności losowania tworzą liczbę 
dwucyfrową. Podaj przestrzeń zdarzeń elementarnych, jeśli: 


a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny (losowanie bez zwracania), 
b) wylosowaną kulę zwracamy do urny (losowanie ze zwracaniem). 
Definicja 
Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbiór przestrzeni zdarzeń ele- 
mentarnych О. 


Zdarzenia losowe. 
terami: A, B, С itd. 


ane krótko zdarzeniami, będziemy oznaczać wielkimi li- 


Zbiór О nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbiór pusty nazywamy 
zdarzeniem niemożliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy- 
jającymi zdarzeniu A. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Przykład 2 

Rzucamy raz kostką. Rozpatrzmy zdarzenia: 
A — wypadła parzysta liczba oczek, 

B — wypadła liczba oczek większa od 8, 

С - wypadła liczba oczek mniejsza od 7. 


Przestrzenią zdarzeń elementarnych jest zbiór Q = {1,2,3,4,5,6}. 
Zdarzeniu A sprzyjają wyniki 2, 4, 6, zatem A = {2,4,6}. 
Zdarzenie B jest zdarzeniem niemożliwym, a C — zdarzeniem pewnym. 


Ćwiczenie 2 

Rzucamy dwa razy kostką. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4, 

В - iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10. 


Ćwiczenie 3 

Rzucamy cztery razy monetą. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A - wypadły co najwyżej dwie reszki, 

В - wypadły dokładnie dwie reszki. 


Zdarzenia losowe są zbiorami, zatem możemy na nich wykonywać takie same 
działania jak na zbiorach. 

Niech A, B c Q. 

Suma zdarzeń A і B nazywamy zdarzenie AU B, 
któremu sprzyjają wszystkie zdarzenia elementarne 
sprzyjające zdarzeniu A lub zdarzeniu B i tylko one. о 


Iloczynem zdarzeń A i В nazywamy zdarzenie 
AN В, któremu sprzyjają wszystkie zdarzenia 
elementarne sprzyjające jednocześnie zdarzeniu 
A і zdarzeniu В i tylko one. 


Różnicą zdarzeń A i B nazywamy zdarzenie A | B, 
któremu sprzyjają wszystkie zdarzenia elementarne 
sprzyjające zdarzeniu A oraz niesprzyjające zdarze- 
niu B i tylko one. 


о 


Mówimy. że zdarzenia A i B są rozłączne lub wykluczają się, jeśli część 
wspólna AN В tych zdarzeń jest zdarzeniem niemożliwym (AN B = 0). 


Zdarzenie A = Q \ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. 
Zauważ, że AN А' = ( oraz AUA' = Q. 
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Ćwiczenie 4 
Rzucamy trzy razy monetą. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A — orzeł wypadł co najwyżej raz, D - wypadły same orły. 


B= 


co najmniej raz wypadła reszka, E ~ wypadło więcej orłów niż reszek. 


С — reszka wypadła dokładnie dwa razy, 


Wskaż pary zdarzeń wykluczających się oraz pary zdarzeń przeciwnych. 


Uwaga. Jeśli ws; 


ystkie elementy zdarzenia A należą do zdarze- 


nia B, to mówimy, że zdarzenie A zawiera się w zdarzeniu B, 
co zapisujemy A C B. 


Zauważ, że jeśli A C B, to AN B = А, AUB = Bi A\B=0. 


Zadania 


t 


2. 


Rzucamy trzy razy kostką. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A - suma wyrzuconych oczek jest równa 17, 

В — suma wyrzuconych oczek jest nie większa niż 6, 

C - iloczyn wyrzuconych oczek jest równy 36. 


Z urny, w której są trzy kule ponumerowane 12, 13 i 14, losujemy bez 
zwracania dwie kule. Które z poniższych zdarzeń jest zdarzeniem pewnym, 
a które — niemożliwym? 

А — obydwie wylosowane liczby są nieparzyste 

В — suma wylosowanych liczb jest liczbą pierwszą 

С - suma wylosowanych liczb jest równa co najwyżej 24 

D - jedna z wylosowanych liczb jest parzysta 


Rzucamy dwa razy kostką. Rozpatrzmy zdarzenia: 

A — pierwsza wyrzucona liczba jest nie mniejsza od drugiej, 

В — wśród wyrzuconych liczb są liczba parzysta i liczba nieparzysta. 
Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom А’ i В’. Sprawdź, czy zachodzą 
zależności: АОВ = Q, A'U B = B, AN B = В, B' c A. 


Z urny, w której jest pięć kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno, 
bez zwracania, dwie kule. 

a) Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 

А — za drugim razem wylosowano liczbę parzystą, 

В - iloczyn wylosowanych liczb jest równy 4, 

С - pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugiej. 

b) Wyznacz zdarzenia: AU B, AN B, BNC i ANBNC. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Częstość zdarzeń 


Rzucamy n razy monetą. Jeśli k ra: padnie orzeł, to mówimy 
otrzymania orła wynosi Ë. W tabeli i na w 
orła podczas pewnego eksperymentu. 


częstość 
resie podano częstość wyrzucenia 


Liczba wykonanych rzutów n 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


Liczba otrzymanych orłów k 3 12 17 20 26 29 33 39 45 51 


Częstoś 0.3 0,6 0,57 0,5 0,52 0,48 0,47 0,49 0,5 0,51 
[częstość w; 
0,6 + 
0,5-—————=— 
š z 0,4 z 
jest bliska 4. кы ba wykonanych rzutów 
т 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
W poniższej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentów polegających na rzu- 


monetą, przeprowadzo! Francuza Georges'a Louisa Leclerca de 
Buffona [czyt. żorża luisa leklerka de bufona) (1707-1788) i Anglika Karla 
Pearsona [czyt. pirsona] (1857-1936). 


Liczba rzutów Liczba orłów Często 
G.L.L. de Buffon 4040 2048 0.5069 
K. Pearson 12000 6019 0,5016 
K. Pearson 24000 12012 0,5005 


1. Wykonaj 100 rzutów monetą. Podaj otrzymaną częstość wypadnięcia orła. 


2. Wykonaj 100 rzutów kostką. Sprawdź, czy częstość otrzymania szóstki jest 
bliska 1. 


в 


3. Wykonaj 30 rzutów dwiema kostkami. Za ka: 
ta, czy niepar 


lym razem zapi: 
sta. Podaj częstość 


czy suma 
jaką 


występowała ра: a oczek. 

W 1733 r. de Buffon sformułował problem, zwany później 
problemem igły Buffona, polegający na obliczeniu praw- 
dopodobieństwa tego, że igla o długo: 
łogę podzieloną liniami równoległymi odległymi o d, spad- 
nie na linię. Rozwiązanie tego problemu, podane przez 
Buffona w 1777 r., pozwala wyznaczyć przybliżoną war- 
tość liczby z metodami rachunku prawdopodobieństwa. 


1, rzucona na pod- 


Częstość zdarzeń 39 awan 


1.8. Prawdopodobieństwo klasyczne 


Gdy rzucamy kostką, możemy otrzymać jeden z wyników należących do zbioru 

6). Przyjmujemy, że kostka jest symetryczna (upada na każdą 

176540), zatem szansa otrzymania któregokolwiek wyniku jest 

równa 1. Rozpatrzmy zdarzenie polegające na wyrzuceniu parzystej liczby 

oczek. Zauważmy, że zdarzeniu temu sprz ујаја trzy wyniki: 2, 4 i 6. Zatem 
3 


szansa zajścia tego zdarzenia jest równa 2 = 1. 


kie wyniki doświadczenia zdarzają się równie często, mówimy, że 
nienia z prawdopodobieństwem (schematem) klasycznym. W ta- 
wo dowolnego zdarzenia A zawartego w prze- 
strzeni Q określamy następująco: 


prawdopodobień 


Definicja 
Jeżeli О jest zbiorem skończonym i niepustym, to prawdopodobieństwem 


zdarzenia A C О nazywamy liczbę: 
P(A)= 


опы 


Przykład 1 
Oblicz prawdopodobień 
krotnym rzucie symetryczną kostką. 


=f(11). ү 1), (3.1). (4.1), (5 


two otrzymania sumy oczek większej od 10 w dwu- 


1).(6.1). Przestrzeń zdarzeń elemen- 


(1,2), (2,2), (3,2), (4,2), ( tarnych ma 36 elementów: 
(1,3), (2, 3),(3,3),(4,3), ( б— 
(1,4), (2,4). (3,4). (4,4), ( 
s 5),(2.5),(3,5), (4,5), ( 
,6), (2,6). (3.6), (4,6), ( 


Zdarzenie, którego prawdopodobieństwo chcemy obliczyć, to zdarzenie: 
А = {(5,6), (6,5), (6,6)). stąd A = 3 

1 

15: 


Zatem Р(А) = 


Ćwiczenie 1 

Rzucamy dwukrotnie symetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo otrzy- 
mania: 

a) sumy oczek mniejszej od 5, b) parzystej sumy oczek. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Przykład 2 

Rzucamy trzykrotnie symetryczną kostką i zapisujemy liczbę, której kolej- 
nymi cyframi są otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 
wszystkie cyfry tej liczby są nieparzyste. 


Przestrzeń zdarzeń elementarnych Q jest zbiorem wszystkich trzyelemento- 
wych wariacji z powtórzeniami zbioru f1,2,3,4,5,6). 

Stąd Ü = 63 = 216. 

Rozpatrujemy zdarzenie losowe A, którego elementami są wszystkie trzyele- 
mentowe wariacje z powtórzeniami zbioru {1,3,5}. 

Stąd A = 3* = 27. 


CLA 
Zatem P(A) = = = zg = g: 
Ćwiczenie 2 
Rzucamy czterokrotnie symetryczną kostką i zapisujemy liczbę, której kolej- 
nymi cyframi są otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodokieństwo tego, że 
otrzytńkcaiczić jt podzielna przez: (8) B, BA 


Przykład 3 
Z urny, w której są 3 kule zielone i 5 kul niebieskich, losujemy jednocześnie 
2 kule. Jakie jest prawdopodobieństwo wylosowania kul tego samego koloru? 
Q jest zbiorem dwuelementowych kombinacji zbioru ośmioelementowego. 

8! 
Zatem Q = = 26 
Szukamy prawdopodobieństwa zdarzenia polegającego na wylosowaniu 2 kul 
zielonych lub 2 kul niebieskich: 


A= () + () = 


Zatem P(A) = 2 = 13. 


Ćwiczenie 3 
Z urny, w której jest 8 kul białych i 4 czarne, losujemy jednocześnie 4 kule. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 


a) będą kule tylko jednego koloru, c) będą 3 kule czarne i 1 biała, 
b) będą 2 kule białe i 2 czarne, d) będą co najmniej 3 kule białe. 


1.8. Prawdopodobieństwo klasyczne 
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Zadania 


i 


Rzucamy cztery razy symetryczna moneta. Rozpatrzmy zdarzenia: 
A - wypadły co najmniej trzy orły, 

B — liczba orłów jest równa liczbie reszek, 

C - wypadła parzysta liczba reszek. 

Które z tych zdarzeń jest najbardziej prawdopodobne? 


Rzucamy dwukrotnie symetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że: 


a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 większa od liczby oczek 
otrzymanej w pierwszym rzucie, 


b) li 


zby oczek otrzymane w obu rzutach różnią się co najwyżej o 1. 


Rzucamy trzykrotnie symetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że otrzymane kolejno liczby oczek tworzą ciąg: 
a) geometryczny, b) arytmetyczny. 


Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania spośród wszystkich liczb dwu- 
cyfrowych liczby, której suma cyfr jest równa: a) 11, b) 6. 


Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania spośród wszystkich liczb trzy- 
cyfrowych liczby, której suma cyfr jest równa: a) 2, b) 3. 


Windą zatrzymującą się na 6 piętrach jadą 4 osoby. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, 


a) każda osoba wysiądzie na innym piętrze, 
b) wszyscy wysiądą na tym samym piętrze. 


Dziesięć kul rozmieszczamy w dziesięciu szufladach (kule i szuflady rozróż- 
шашу). Oblicz prawdopodobieństwo tego, że każda szuflada będzie zajęta. 


Z urny, w której jest 6 kul białych i 4 czarne, losujemy jednocześnie 8 kul. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w urnie zostaną: 

a) tylko kule białe, b) kule różnych kolorów. 

Z urny, w której znajduje się 7 kul białych i 5 czarnych, losujemy jednocześ- 
nie 3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 
a) będą 2 kule czarne i 1 biała, c) będą tylko kule białe, 

b) będą 2 kule białe i 1 czarna, d) będą kule biała i czarna. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


10. a) Na loterii jest 40 losów, w tym 4 wygrywające. Kupujemy 2 losy. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że wśród nich będzie dokładnie 1 los wygrywa- 


b) Na pierwszej loteri 
giej — 20 losó 


jest 10 losów, w tym 1 wygrywający, a na dru- 
, w tym 2 


ygrywające. Na której loterii szanse wygrania 


są wię 


11. W dwudziestoosobowej klasie, w której jest 8 dziewcząt, rozlosowano 6 bi- 


prawdopodobieńs 


letów do kina. Oblic 


wo tego, że bilety ot 


a) dokładnie troje dziewcząt, b) co najmniej troje dziewcząt. 


12. Z worka, w którym jest 5 par butów, wyjmujemy losowo 2 buty. Ob- 
licz prawdopodobieństwo wyciągnięcia butów twoi h parę. Ile r 


iągnięcia pary, jeśli będziemy loso- 


zwięj ię prawdopodobieństwo w 


wać 3 buty? 


13. Egzamin składa s 
„nie 


е z 10 pytań, na które mc 
. Oblicz prawdopodobieństwo zdania « 


żemy odpowiedzieć „tak” lub 
zaminu, jeśli odpowiedzi po- 


dajemy losowo i aby zdać 


musimy odpowiedzieć poprawnie na co najmniej: 


a) 9 pytań, b) 7 pytań. 


Z talii 52 kart losujemy bez zwracania t 


stwo wylosowania 


г karty. Oblicz prawdopodobień- 
a) samych asów, b) dwóch asów i króla. 


Z talii 52 kart losujemy bez z 
bieństwo wyłosowania: 


ү. Oblicz prawdopodo- 


a) dwóch kierów, pika i trefla, c) co najwyżej jednego asa, 


b) co najmniej trzech króli, d) co najmnie 


jednej damy. 


16. W urnie jı 
bez 


6 kul białych i pewna liczba kul czarnych. Losujemy dwa razy 
zwracania po jedni 
białych jest równe 1. Ile kul czarnych znajduje się w tej urnie? 


a dwóch kul 


kuli. Prawdopodobieństwo wylosowani 


Klasyczną definicję prawdopodobieństwa precyzyjnie 
sformułował francuski matematyk, fizyk i astronom 
Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de laplas] 
(1749-1827). Zamieścił ја w dziele Théorie analytique 
des probabilités (Analityczna teoria prawdopodobień- 
stwa), wydanym w 1812 r. Od 1785 r. Laplace był 
członkiem Akademii Nauk w Paryżu. 


1.8. Prawdopodobieństwo klasyczne 
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— 


1.9. Własności prawdopodobieñstwa 


Sformułujemy teraz definicję prawdopodobieństwa pozwalającą również opi- 
sywać sytuacje, w których zdarzenia elementarne nie są jednakowo prawdo- 
podobne. 
Definicja 
Prawdopodobieństwem nazywamy funkcję P określoną na skończonym 
zbiorze zdarzeń elementarnych О o wartościach rzeczywistych spełniającą 
następujące warunki: 
1. 0 < P(A) < 1 dla dowolnego A C О, 
2. P(0) =0i P(Q) =1, 
3. P(AU B) = Р(А)+Р(В) dla dowolnych zdarzeń rozłącznych A, B c О. 
Liczbę P(A) nazywamy prawdopodobieństwem zdarzenia A. 


Przykład 1 
Pewną niesymetryczną kostkę poddano testowi, wykonując długą serię rzutów. 
W tabeli podano w procentach częstość występowania danych liczb oczek. 


Liczba oczek 1 2 3 4 5 6 


5% 


Częstość występowania | 12,5% 125% | 125% 25% 125% 25% 


ystępowania nie jest taka sama dla wszystkich 
przyjąć dla testowanej kostki następujące 


Zwróćmy uwagę, że częstość w; 
wyników. Na tej podstawie mo 
prawdopodobieństwa pojawienia się danych liczb oczek. 


Liczba oczek 1 2 3 4 5 6 
Prawdopodobieństwo i i £ 1 і 1 


Niech А oznacza wyrzucenie parzystej liczby oczek, а В — liczby oczek większej 
od 2. Wówczas: P(A) = P(f2,4,6)) = 


Prawdopodobieństwo na skończonym zbiorze Q = о} czasami 
określa się, podając prawdopodobieństwo każdego ze zdarzeń elementarnych. 
Dla każdego ze zdarzeń ал. gdzie i = 1, үп, podaje s zbę nieujemną p; 
tak, aby spełniony był warunek: p; + p> +... + p, = 1 (jak w przykładzie 1). 
Mówimy wtedy, że na zbiorze О został określony rozkład prawdopodobień- 
stwa. Wówczas prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A C О jest sumą 
prawdopodobieństw zdarzeń elementarnych sprzyjających zdarzeniu A. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Twierdzenie 


Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze О. 
Wówczas dla dowolnych zdarzeń A, B C Q, jeśli A C B, to P(A) < P(B). 


Dowód 

Jeśli A C B, to В = AU (BN А). Zbiory A i B \ А są rozłączne, więc: 
P(B) = P(AU(BNA)) = P(A) + Р(В\ A) 

Stąd P(A) < P(B). ponieważ P(B \ А) > 0. 


Twierdzenie 
Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze О. 
Wówczas dla dowolnego zdarzenia A С Q: P(A') = 1 — P(A). 


Uwaga. Prawdopodobieństwo klasyczne spełnia warunki prawdopodobieństwa zdefi- 
niowanego w tym temacie. 


[р] Ćwiczenie 1 
Udowodnij powyższe twierdzenie. 
Uwaga. W dalszym ciągu podręcznika dla rzutu kostką (monetą) będziemy przyjmo- 


wać, że kostka (moneta) jest symetryczna, czyli że wszystkie ścianki (orzeł lub reszka) 
wypadają z takim samym prawdopodobieństwem, chyba że zaznaczono, że jest inaczej. 


Przykład 2 

Rzucamy trzykrotnie monetą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przynaj- 
mniej raz wypadnie orzeł. 

Zauważmy, że Ü) = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegające na otrzymaniu 
przynajmniej jednego orła w trzech rzutach. Rozpatrzmy zdarzenie А” prze- 
ciwne do zdarzenia A. Polega ono na кусна eniu samych reszek: A = t nr r)} 
Zatem A = 1, czyli Р(А') = £ = 1. Stąd Р(А) =1- Р(А) =1-1= 1. 


Ćwiczenie 2 

a) Rzucamy czterokrotnie monetą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy- 
najmniej raz wypadnie reszka. 

b) Rzucamy trzykrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przynaj- 
mniej raz otrzymamy 6 oczek. 


Ćwiczenie 3 

Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 

A — suma oczek, które wypadną w obydwu rzutach, jest równa co najmniej 4, 
B — iloczyn oczek, które wypadną w obydwu rzutach, jest mniejszy od 25. 
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Twierdzenie 
Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze О. Wówczas 
dla dowolnych zdarzeń A. B c О: 
P(A\ B) = P(A) — Р(Ап B) 


Dowód 

Dla dowolnych A, B C Q mamy: 
А = (А\ B)U (An B), więc: 
P(A) = Р(А\ В) + P(ANB), о 
a stąd Р(А\ B) = P(A) — P(An В). 


Zauważ, że zbiory А\ B oraz 
AN В sa rozłączne. 


Ćwiczenie 4 

Oblicz prawdopodobieństwo zdarzenia A | B, jeśli: 

a) P(AN B) =}, P(A) = 5, b) B c A, P(A) = 2, P(B) = 1. 
Ćwiczenie 5 


Spośród wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych wybieramy losowo jedną. 
Rozpatrzmy zdarzeni 
A — wylosowana liczba jest podzielna przez 3, 
B - wylosowana liczba jest podzielna przez 4. 
Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń A \ B, BN А. 


Twierdzenie 


Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze О. Wówczas 
dla dowolnych zdarzeń A, B c О: 
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) 


Dowód 

Dla dowolnych A, B C Q mamy: 

AUB = (A \ B) U B, więc: 

P(AUB) = P((A\ B)U B) = Р(А\ B) + P(B) = 
= P(A) — P(AN B) + P(B). 


Zauważ, że zbiory A\ B oraz 
кое В są rozłączne. 
Ćwiczenie 6 
Oblicz prawdopodobieństwo sumy zdarzeń А, B с Q, jeśli: 
a) P(A)=1, Р(В) =}, P(ANB)=+, 

b) P(A)=}, P(B) P(ANB) =}, 

с) P(A) Р(В)= ?, Р(Ап В) = 1. 


=;, 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Zadania 


1. 


10. 


. a) Мукай 


Oblicz prawdopodobieństwo iloczynu zdarzeń А, B C 0, jeśli: 
a) P(A)=?, Р(В) = 1, P(AUB) = 2 


3 D 
b) P(A)=2, P(B)=1, P(AUB) = 11 


15° 


Oblicz prawdopodobieństwo iloczynu zdarzeń A, B C Q, jeśli: 
a) Р(А) =04, P(B')=0,85, P(AUB) =0,7, 
b) Р(А\ В) = 0,4, P(BYA)=0,1, P((AUB)) = 0,25. 


. Uzasadnij, że jeśli B C A C Q. to Р(А\ B) = P(A) — P(B). 


Niech А, B C Q. Oblicz prawdopodobieństwo różnicy zdarzeń A \ B, jeśli: 
a) P(ANB) =} i P(A)=}, b) P(AUB) = $š i P(B) = Z. 


10 


Przeczytój podany w ramce рукі, 
Czy zdarzenia A, BC О mogą się wykluczać, jeśli P(A) = 3 i P(B) = 3? 


Załóżmy, że zdarzenia A i B się wykluczają. Wówczas: 
P(AUB)=P(A)+P(B)=ż+ż=h5>1 
Otrzymaliśmy sprzeczność, zatem zdarzenia te nie mogą się wykluczać. 


Czy zdarzenia A, В С О mogą się wykluczać? 
a) Р(А) =š, P(B)= 1 b) P(A) =2, P(B)= 


3 Е 


Czy zdarzenia A i В mogą się wykluczać, jeśli wiadomo, że P(A U В) = š. 
Р(А\ В) = }ł, Р(В\А) = 3⁄2 

jeśli P(A) = 3, P(B) = 1. to P(AU B) < 
jeśli P(A) = P(B) = 2, to P(ANB) > 1. 


CE 


b) Wykaż 


Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 

A — w obu rzutach otrzymano parzystą liczbę oczek lub obie otrzymane 
li 
В – iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub większy od 24. 


by oczek są większe od 3, 


Losujemy jedną liczbę spośród liczb 1,2,3,...,100. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że liczba ta jest podzielna przez: а) 2 lub 3, b) 3 lub 7. 


Losujemy jedną liczbę spośród liczb 1,2,3,... ,200. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że liczba ta nie jest podzielna ani przez 2, ani przez 5. 


1.9. Własności prawdopodobieństwa 


47 as 


Th 


12. 


[р] 13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Korzystając z podanych w ramce równości, oblicz P de M. 
prawdopodobieństwo zdarzenia: 999. а 

ER 
a) АПВ, jeśli P(ANB)=1, P(A) = 1, үм NI 
Р(В') = 1, (ANBY=AUB' 
b) A'UB', jeśli A с B, P(B) = 3, P(BN A) = 1. 


Niech A, B C Q. Korzystając z praw de Morgana, oblicz P(A' U B') oraz 


Р(А' n B’), jeśli P(A') = š, P(B') = £ oraz P(AN В) = 5. 


Niech A, B C Q. Uzasadnij, że jeśli P(A) = P(B) = 1, to: 
Р(Ап В) = P(A'NB') 


Rzucamy dwukrotnie kostką. Zdarzenie A polega na tym, że w każdym 
rzucie otrzymamy inną liczbę oczek, a zdarzenie B - że ani razu nie otrzy- 
mamy szóstki. Oblicz P(A' U B’) i P(A'N.B'). 


W pewnej grupie uczniów każdy zna język angielski lub niemiecki. Wia- 
domo, że prawdopodobieństwo wylosowania z tej grupy ucznia znającego 
język angielski jest równe Z, natomiast prawdopodobieństwo wylosowania 
ucznia znającego język niemiecki jest równe £. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że losowo wybrany uczeń zna obydwa języki. 


W ankiecie przeprowadzonej wśród 200 u 
liceum otrzymano następujące wyniki: 

• matematykę lubi 100 uczniów, 

• historię lubi 90 uczniów, 

° biologię lubi 35 uczniów, ge 
* matematykę i historię lubi 25 uczniów, 

• matematykę i biologię lubi 15 uczniów, 

+ historię i biologię lubi 20 uczniów, 

• matematykę, historię i biologię lubi 5 uczniów. 
Przerysuj do zeszytu diagram przedstawiony 
obok i go uzupełnij. Oblicz prawdopodobień- 
stwo tego, że losowo wybrany uczeń nie lubi 
żadnego z wymienionych przedmiotów. 


zniów klas czwartych pewnego 


Oblicz prawdopodobieństwo wyłosowania ze zbioru f1,2, 3, .... , 100) liczby 
podzielnej przez 3, 4 lub 7. Skorzystaj z poniższego wzoru na prawdopo- 
dobieństwo sumy trzech zdarzeń: 
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)+ 
— P(AN B) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC) 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Rozkład prawdopodobieństwa 


W tabeli obok przedstawiono rozkład 


zn y|1|2|3|4|5|6 
prawdopodobieństwa dla rzutu symetrycz- Т ОО Н РР Е 
ną kostką. Zwróć uwagę, że wszystkie zda- #6 6 6 6 6 6 
rzenia elementarne są jednakowo prawdo- 
podobne. 
1. W tabeli obok przedstawiono rozkład „рә (з |а 156 
prawdopodobieństwa dla doświadcze- ATI EST ES SU RECZ [MK 
B|5|6|m|3|6|% 


* 


nia polegającego na jednokrotnym 
rzucie niesymetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo wyrzucenia nie- 
parzystej liczby oczek w tym doświadczeniu. 


Na ściankach symetrycznej kostki znajdują się następujące liczby oczek: 
1, 2, 3, 4, 5, 5. Podaj rozkład prawdopodobieństwa dla rzutu tą kostką. 


Rzucamy raz niesymetryczną kostką. („1 о 3 4 5 6 
Przerysuj do zeszytu i uzupełnij tabelę ж [+[1[1: йр 
przedstawiającą rozkład prawdopodo- 3.1918 138 ZZ 
bieństwa dla rzutu tą kostką, jeśli prawdopodobieństwo otrzymania 6 oczek 
jest dwa razy większe od prawdopodobieństwa otrzymania 5 oczek. Oblicz 
prawdopodobieństwo otrzymania parzystej liczby oczek. 


Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami. Uczniowie A i B, opisując 
doświadczenie polegające na badaniu sumy wyrzuconych oczek, określili 
przestrzeń Q jako zbiór wszystkich той] 

О = {2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11,12} 


Uczniowie podali następujące rozkłady prawdopodobieństwa. 


wych sum: 


Rozkład podany przez ucznia 


wi 2 3 4 5 6 T 8 9 10 | 11 | 12 


р FA po 1 1 LE 1 5. 1 4 ŚL L 

M s | s | u |] | 6 | % | 9 13 | 18 | 36 
Rozkład podany przez ucznia B: 

wi 2 3 4 5 6 W 8 9 10 | 11 | 12 

pi L pa 1 L L dz 1 1 £ A. zk. 

Š 1N1 u 1 u "N u u " 11 u u 


Który z podanych rozkładów należałoby wziąć pod uwagę przy szacowaniu 
wyników powyższego doświadczenia wykonanego wiele razy? 


Rozkład prawdopodobieństwa 


*1.10. Prawdopodobieństwo warunkowe 


Przykład 1 

Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma otrzy- 
manych oczek: 

a) jest równa 11, b) jest równa 11, jeśli w pierwszym rzucie wypadło 5 oczek. 


) 0=((.1).1,2),(1.3).....(6,6)), zatem Q = 36. 
Niech А oznacza zdarzenie polegające na wyrzuceniu sumy oczek równej 11. 
Zdarzeniu A sprzyjają dwa wyniki: (5,6) i (6,5), zatem P(A) 


36 = 18: 
b) Niech B będzie zdarzeniem polegającym na wyrzuceniu 5 oczek w pierw- 
szym rzucie: В = £(5,1), (5,2), (5,3), (5.4), (5,5). (5,6)). Spośród tych zda- 
rzeń elementarnych jedynie wynik (5,6) daje sumę oczek równą 11. Możemy 
to zapisać następująco: A M B = [(5,6)). Zatem szukane prawdopodobieństwo 
jest równe: 


Wyrzucenie 5 oczek w pierwszym rzucie zwiększa więc szansę uzyskania sumy 
11 oczek w obydwu rzutach kostką. 


Prawdopodobieństwo zdarzenia A, gdy wiemy, że zaszło zdarzenie B, nazy- 
wamy prawdopodobieństwem warunkowym i oznaczamy Р(А|В). Zauważmy, 
że w schemacie klasycznym mamy P(A|B) = 
Zatem: REA 


ANB AE P(ANB) 
P(4|B) = ШОО PB) 


Definicja 
Niech А,В c Q i P(B) > 0. Prawdopodobieństwo zdarzenia A pod wa- 


runkiem, że zaszło zdarzenie B, określamy wzorem: 


P(AOB. 
P(A|B) = EE 


Ćwiczenie 1 
Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma wy- 
rzuconych oczek: 


sza od 10, jeśli w pierwszym rzucie wypadło 5 oczek, 
c) jest mniejsza od 10, jeśli w pierwszym rzucie wypadło 1 oczko. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Ćwiczenie 2 
Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma wy- 
rzuconych oczek: 


a) jest parzysta, 
b) jest parzysta, jeśli w pierwszym rzucie wypadły 3 oczka, 


c) jest parzysta, jeśli w pierwszym rzucie wypadły 4 oczka. 


Przykład 2 
Niech A, B С 0. Wykaż, że jeśli P(B) > 0, to P(A'|B) = 1 — P(A|B). 


Zauważmy, że A'N B = BN (AN B). 


А, В 
Zatem: 
ы = 1- Р(АОВ) _ P(B)-P(A0B) _ 
I =EfAJBJ=1 P(B) P(B) 
— P(B\ANB)) _ P(A'NB) _ руду Q 
=c Ra ООР)" NOW 


Ćwiczenie 3 

Rzucamy trzema kostkami. Oblicz prawdopodobieñstwo tego, ze wypadnie: 
a) co najmniej jedna stka, 

b) co najmniej jedna szóstka, jeśli na każdej kostce wypadła inna liczba oczek, 
c) co najmniej jedna szóstka, jeśli na każdej kostce wypadła taka sama liczba 
oczek. 


[р] Ćwiczenie 4 


Niech А,В c Q i 0 < P(B) < 1. Wykaż, że jeśli P(A|B) = P(A|B'), to 
Р(Ап B) = P(A) - P(B). 


Przykład 3 
W urnie jest 7 kul niebieskich i 4 czerwone. Losujemy z niej kolejno dwie 
kule bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu za 
drugim razem kuli czerwonej, a В — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli 
niebieskiej. Oblicz Р(А|В). 

Drzewo obok jest ilustracją tego doświadczenia. 
Jeśli za pierwszym razem wyciągnęliśmy kulę nie- 
bieską, to w urnie pozostało 6 kul niebieskich i 4 
czerwone. Zatem: 


c 
=  — | 6 1 3 
PA= imi ż/N% ®/\»% 
Gałąź zaznaczona kolorem czerwonym przedsta- 


wia ten etap doświadczenia, który nas interesuje. N c N e 


1.10. Prawdopodobieństwo warunkowe 


51 w 


Ćwiczenie 5 

Z urny, w której jest 5 kul białych i 7 czarnych, losujemy kolejno dwie kule bez 
zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu za drugim 
razem kuli czarnej, B, — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli białej, B, — 
na wylosowaniu za pierwszym razem kuli czarnej. Oblicz P(A|B,) i P(A|B;). 
Umieść obliczone prawdopodobieństwa na odpowiednim drzewie. 


Zadania 


1. 


W urnie są cztery kule białe oznaczone numerami 1, 2, 3, 4, trzy kule czarne 
oznaczone numerami 1, 2, 3 oraz jest sześć kul niebieskich oznaczonych 
numerami 1, 2, 3, 4, 5, 6. Losujemy jedną kulę. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że: 


a) jest to kula o numerze parz, że wylosowaliśmy kulę 


białą, 


ym, jeśli wiemy, 


b) jest to kula biała, jeśli wiemy, że wylosowaliśmy kulę o numerze parzy- 
stym. 


Rzucamy trzy razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 

a) suma oczek jest równa 13, jeśli w drugim rzucie wypadły 3 oczka, 

b) zarówno w drugim, jak i w trzecim rzucie wypadła nieparzysta liczba 
oczek, jeśli suma oczek w trzech rzutach była równa 6. 


Z urny, w której są kule ponumerowane od 1 do 9, losujemy kolejno dwie 
kule bez zwracania. Numery wylosowanych kul, zapisane w kolejności lo- 
sowania, tworzą liczbę dwucyfrową. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 


jest to liczba podzielna: 


a) przez 3, 
b) przez 3, 
c) przez 3, 


śli pierwszą z wylosowanych liczb jest 1, 


śli pierwszą z wylosowanych liczb jest 6. 

Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wypadła 
co najmniej raz szóstka, jeśli wiadomo, że: 

a) suma oczek, które wypadły w obydwu rzutach, była nieparzysta, 

b) w pierwszym rzucie wypadło więcej oczek niż w drugim. 


Niech А,В с О. Oblicz: 
2, P(B) = } i P(B|A) = 3, 


a) P(A|B), jeśli P(A') = 
b) P(A|B), jeśli P(A) = 1, P(B) = 2 i Р(В|А) = 1 
с) P(B|A), jeśli P(AU В) = 5, P(A) = 1 i P(B) = 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


s 


10. 


12. 


„Niech А,В c Q i P(B) > 0. Мукай, że P(A|B) > 1 — 


Z urny, w której jest 6 kul białych i 8 czarnych, losujemy kolejno trzy 
kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że za trzecim razem 
wylosujemy: 

a) kulę białą, jeśli pierwsze dwie wylosowane kule były białe, 

b) kulę czarną, jeśli pierwsze dwie wylosowane kule były różnego koloru. 
Jedną kulę białą i sześć czarnych wrzucamy losowo do dwóch ponumero- 


wanych szuflad. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że biała kula znajdzie 
się w pierwszej szufladzie, jeśli do drugiej wrzuciliśmy pięć kul. 


Ze zbioru £1,2,3. 
zdarzenia: 

A — suma wylosowanych liczb jest nieparzysta, 

В - iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty. 

Które z prawdopodobieństw jest większe: P(A|B) czy P(B|A)? 


..20) losujemy bez zwracania trzy liczby. Oznaczmy 


Niech А,В c О. Oblic 
a) P(B), jeśli P(A) = 1, P(A|B) = 11 P(B|A) = 1, 

b) P(A), jeśli P(B) = 2P(B'), P(A|B) = š oraz P(A|B') = š. 
Niech A, B c Q. Oblicz: 

a) P(AU B), jeśli P(B) = į, P(A') = į oraz P(A|B) = š, 

b) P(AUB), P(A) =2P(A') oraz P(A|B) = P(B|A) = 3, 
e) P(AN B), jeśli P(B) = P(B') oraz P(A|B) = +, 

d) Р(А\ B), jeśli P(A) = Z oraz P(B|A) = 


PA!) 
Р(В)` 


W pewnej klasie każdy uczeń umie pływać lub jeździć na nartach. Ucznio- 
wie umiejący pływać stanowią 80% wszystkich uczniów, a jeżdżący na nar- 
tach - 50%. Oblicz prawdopodobieństwo tego. że losowo wybrany uczeń 
z tej klasy: 


a) umie pływać i jeździć na nartach. 
b) umie jeździć na nartach, jeśli umie pływać, 
c) umie jeździć na nartach, jeśli nie umie pływać, 


d) umie pływać, jeśli umie jeździć na nartach. 


1.10. Prawdopodobieństwo warunkowe 


Warto wi 


EJ 


— 


dzie 


Zdarzenia niezalezne 


Zdarzenia А, B C Q nazywamy niezależnymi, jeśli P(A N B) = Р(А). P(B). 
Intuicyjnie zdarzenia określamy jako niezależne, jeśli nie mają wzajemnie na 
siebie wpływu. O zdarzeniach, które nie są niezależne, mówimy, że są zależne. 


Przykład 
Na jednym z 64 pól szachownicy ustawiamy 
losowo wieżę. Rozpatrzmy zdarzenia: 
A ~ wieża została ustawiona w wierszu: 
1, 2 lub 3 
B — wieża została ustawiona w kolumnie: 
G lub H 


=3, P(B)= 


Zatem P(A) = 


“Fr 


64 
Zdarzeniu A N В sprzyja sześć zdarzeń ele- 
mentarnych: G1, G2, 


Р(АпВ) = 


Zauważmy, że Р(А). P(B) = 
e zdarzenia A i B są ушаа] 


zatem P(AN В) = P(A) P(B), со 
ine. 


oznacza, 


1. Wykonujemy doświadcz 
trzmy zdarzenie C polegające na tym, ż 
szu о numerze nieparzystym. Uzasadnij, 2 


nie opisane w powyższym przykładzie. Rozpa- 
stała ustawiona w wier- 


e zdarzenia B i C są niezależne, 


a zdarzenia A i С są zale: 


2. Rzucamy raz kostką. Uzasadnij, że zdarzenia: A - wypadła nieparzysta 
liczba oczek i В — wypadła liczba oczek większa od 4, są niezależne. 


3. Rzucamy dwa razy kostką. Rozpatrzmy zdarzenia: A — za pierwszym razem 
wypadła szóstka, B — za drugim razem wypadła szóstka, C — suma oczek 
w obydwu rzutach jest większa od 10. Uzasadnij 
a) A i В są niezależne, b) A i С są zależne. 


zdarzenia: 


4. Losujemy jedną liczbę spośród liczb 1,2,...,100. Niech A oznacza zda- 
rzenie polegające na wylosowaniu liczby parzystej, В — liczby podzielnej 
przez 5, С — liczby podzielnej przez 6. Czy podana para z 
rzenia niezależne? 


a) AiB b) AiC c) BiC 


zeń to zda- 


5. Niech А,В С О. Uzasadnij, że jeśli zdarzenia A i В są niezależne oraz 


P(B) > 0, to P(A|B) = P(A). 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


*1.11. Prawdopodobieństwo całkowite 


Przykład 1 
Wydawnictwo wydrukowało 80% nakładu pewnej książki w drukarni I, a pozo- 
stałe 20% — w drukarni II. Wady ma 0,1% książek z drukarni I i 0,6% książek 
z drukarni II. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana książka 
jest wadliwa. 


B Ba 
Oznaczmy przez A zdarzenie, że wybrana książka jest 
wadliwa, przez Ву, że pochodzi z drukarni I, a przez 
В», że pochodzi z drukarni П. Mamy wówczas: 
A=(ANB,)U(ANB;) Q 


Zdarzenia (AN B;) i (AN B>) się wykluczają, zatem: 
P(A) = Р(Ап В) + P(AN B.) 
Stąd: 


P(A) = P(B;) · P(A|B,) + P(B2) : P(A|B;) 


Podstawiamy P(B,) = 0,8, P(A|B,) = 0,001, P(B2) = 0.2, P(A|B;) = 0,006 
i otrzymujemy: 
P(A) = 0,8 - 0,001 + 0,2 - 0.006 = 0.002 


W powyższym przykładzie mieli ВОВ, =Q 
oraz B, N B, = 0. Zastosowany przy tych założe- 
niach №26} 

P(A) = P(B,) : P(A|B;) + P(Ba) - P(A|B;) 
nosi nazwę wzoru na prawdopodobieństwo całko- 
wite. Drzewo obok jest ilustracją graficzną tego 
wzoru. 


Wzór na prawdopodobieństwo całkowite można sformułować bardziej ogólnie. 


Wzór na prawdopodobieństwo całkowite 
Niech Q będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia В, Bą,... ,B, spełniają następujące warunki: 
= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U BU... UB, = О), 
= prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 
= zdarzenia te parami się wykluczają. 
to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A С О opisuje wzór: 
P(A) = P(B,) - P(A|B,) + P(B;) - P(A|Bz) + ... + P(B,) - P(A|B,) 
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Przykład 2 

W urnie U, znajduje się 6 kul białych i 10 zielonych, a w urnie (7, — 12 kul 
białych i 4 zielone. Rzucamy dwukrotnie monetą. Jeśli wypadną dwa orły, 
to losujemy kulę z urny U, w przeciwnym wypadku — z urny Us. Oblicz 
prawdopodobieństwo wylosowania kuli zielonej. 


Rozpatrzmy zdarzenia: 

А — wylosowana kula jest zielona, 

В – wypadły dwa orły. 

Zauważmy, że P(A|B) = 19, P(A|B') = 5, P(B) = 3, P(B') = 1. 
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite: 


P(A) = P(B) - P(A|B) + P(B')  P(A|B') 


Zatem: 


1 10,8 g. nb 12 22; ай 

P(A)=z'j6*4' 16764 7647 6 3 

Ćwiczenie 1 

Wśród 10 monet są 3 monety niesymetryczne, na których orzeł wypada z praw- 
1 


dopodobieństwem š, a pozostałe monety są symetryczne. Oblicz prawdopo- 


dobieństwo tego, że w rzucie losowo wybraną monetą wypadnie orzeł. 


Ćwiczenie 2 

a) W pierwszej urnie są 3 kule białe i 4 czarne, a w drugiej — 2 kule białe 
i 5 czarnych. Wybieramy losowo urnę, a z niej jedną kulę. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo wylosowania kuli białej. 


b) W pierwszej urnie jest 6 kul białych i 4 czarne, w drugiej — po 8 kul białych 
i czarnych, a w trzeciej — 5 kul białych i 3 czarne. Wybieramy losowo urnę, 
a z niej jedną kulę. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania kuli czarnej. 


Ćwiczenie 3 

a) Fabryka kupuje 40% potrzebnych części od kooperanta A, 35% ~ od ko- 
operanta B i 25% — od kooperanta ©. Wady ma 1% części dostarczonych 
przez kooperanta A, 2% — dostarczonych przez kooperanta B i 4% — dostar- 
czonych przez kooperanta С. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wybrana 
losowo część jest wadliwa. 

b) Wydawnictwo wydrukowało 60% nakładu pewnej książki w drukarni I, 
30% — w drukarni II, a pozostałe 10% — w drukarni III. Egzemplarze wa- 
dliwe stanowią odpowiednio 0,3%. 0.4%, 1% książek wydrukowanych w wy- 
mienionych drukarniach. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana 
książka nie jest wadliwa. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Zadania 


e 


. Brygady Bı, B> i Вз produkują deski do prasowania. Wśród desek wypro- 


dukowanych przez brygadę B, jest 6% wadliwych, a wśród wyprodukowa- 
nych przez brygady B> i Bs — po 3% wadliwych. Połowa desek znajdują- 
cych się w magazynie została wytworzona przez brygadę Вз, a pozostałe 
(w tej samej liczbie) przez brygady B, i В». Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że deska wybrana losowo z magazynu jest wadliwa. 


Mamy 10 urn. Do czterech wrzucono po 4 kule białe, 4 czarne i 1 niebie- 
skiej, a do sześciu pozostałych — po 2 kule białe, 3 czarne i 4 niebieskie. 
Z losowo wybranej urny losujemy jednocześnie dwie kule. Oblicz prawdo- 
podobieństwo wylosowania kul różnych kolorów. 


Maszyny Mı, М», Мз i M, produkują żarówki. Maszyny Mı, М» i M; 
wyprodukowały taką samą liczbę żarówek, a maszyna M, — dwa razy więc 
niż każda z pozostałych. Maszyny M, i М» produkują po 2% wadliwych 
żarówek, a maszyny M3 i M4 — po 4%. Wszystkie wytworzone żarówki 
znajdują się w magazynie. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że żarówka 
wybrana losowo z magazynu jest wadliwa. 


20% 
Grupa uczniów klas czwartych ma przystąpić 
do egzaminu maturalnego z języka niemiec- sm А 
kiego. Na diagramie kołowym przedstawiono <w PR 
procentowy udział w tej grupie uczniów 
z każdej klasy. Uczniom przed egzaminem za- 30% 
dano pytanie: „Czy czujesz się dobrze przy- 100% 
gotowany do egzaminu?”. Na diagramie słup- 80% 
kowym przedstawiono procentowy rozkład 60% 
odpowiedzi twierdzących. Oblicz prawdopo- 40% 
dobieństwo tego, że losowo wybrany uczeń 20% 
odpowiedział na pytanie twierdząco. IVa IVb IVe IVd 


W pierwszej szkatułce jest 10 monet złotych i 5 srebrnych, a w drugiej — 
5 monet złotych i 10 srebrnych. Możemy losować trzema sposobami: 

+ losujemy po jednej monecie z każdej szkatułki, 

+ przekładamy monety do jednej szkatułki i losujemy z niej dwie monety, 
+ losowo wybieramy szkatułkę, a z niej losujemy dwie monety. 

Przy którym sposobie losowania prawdopodobieństwo wylosowania dwóch 
złotych monet jest największe? 


1.11. Prawdopodobieństwo całkowite 
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10. 


W pewnej grupie, liczącej m dziewcząt i n chłopców, 25% dziewcząt i 60% 
chłopców interesuje się hokejem. Prawdopodobieństwo tego, że losowo wy- 
brana osoba z tej grupy interesuje się hokejem, wynosi 3. Oblicz stosunek 
liczby dziewcząt do liczby chłopców w tej grupie. 


W pierwszej urnie jest 6 kul białych i 2 czarne, a w drugiej jest n kul 
białych i 4 czarne. Z losowo wybranej urny losujemy jednocześnie trzy 
kule. Oblicz п, jeśli wiadomo, że prawdopodobieństwo wyciągnięcia trzech 
białych kul jest równe Š. 


Na loterii jest 100 losów, w tym 2 losy wygrywające. Wszystkie losy po- 
dzielono na dwie części i wrzucono do dwóch urn, przy czym do każdej 
urny trafiły co najmniej dwa losy. Wybieramy losowo urnę i wyciągamy 
z niej jeden los. Przy jakim rozmieszczeniu losów prawdopodobieństwo 
wyciągnięcia losu wygrywającego jest największe? 


W pewnym mieście są cztery salony fryzjer- Procent osób, które 
skie. Z usług salonu S, korzysta 1 mieszkańców, Бареа Так 
z usług salonu 55 — $, z usług salonu 53 — $, 
a z usług S, — 5. Każda z tych osób odwiedza 
tylko jeden wybrany salon. Pozostali mieszkań- S 
cy nie korzystają z usług tych salonów. Miesz- ж, 
kańcom zadano pytanie: „Czy jesteś zadowolo- 
ny z usług swojego fryzjera?”. Wyniki ankiety 
przedstawiono na diagramie. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo 
wybrany mieszkaniec tego miasta korzysta z usług salonu fryzjerskiego 
i jest z niego zadowolony. 


0% 20% 40% 60% 80% 


Zbiór zadań z matematyki jest podzielony na 6 rozdziałów. Na diagra- 
mie A przedstawiono liczbę zadań w poszczególnych rozdziałach, a na 
diagramie В ~ liczbę zadań w poszczególnych rozdziałach, które należy 
rozwiązać, korzystając z kalkulatora. Rzucamy kostką i wybieramy roz- 
dział, którego numer jest równy liczbie wyrzuconych oczek, a następnie 
losujemy jedno zadanie z tego rozdziału. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że wylosowane zadanie należy rozwiązać bez użycia kalkulatora. 


Diagram A Diagram B 
700 70 
500 50 
300 30 
100 “+ 10 
I H M IV V VI 1 W штуу VI 


1. Rachunek prawdopodobieristwa 


*1.12. Wzór Bayesa 


Wzór Bayesa 


Niech О będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia By, Bą,... , В, spełniają następujące warunki: 

= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U BU...UB, = Q), 

« prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 

= zdarzenia te parami się wykluczają, 

to dla dowolnego zdarzenia A C О o dodatnim prawdopodobieństwie praw- 
dziwy jest wzór: 

P(Bx)- P(A|Bk) 

ен P(B+):P(A|By)+ P(B2)-P(A|B2)+...+P(Bn)-P(A|Bn) 


Uwaga. Powy: 


wzór jest też nazywany wzorem na prawdopodobieństwo przyczyny. 


[р] Ćwiczenie 1 
Udowodnij wzór Bayesa (skorzystaj ze wzoru na prawdopodobieństwo całko- 
wite). 


Przykład 1 

W pierwszej urnie są 3 kule białe i 2 kule czarne, a w drugiej urnie ~ 4 kule 
białe i 1 kula czarna. Wybieramy losowo urnę, a z niej jedną kulę. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny, 
jeśli wiadomo, że jest to kula biała. 


Niech B, oznacza zdarzenie polegające na wybraniu pierwszej urny, a B — na 
wybraniu drugiej urny. Zauważmy. że P(B,) = Р(Вз) = 


Niech A oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu kuli białej. 

Wówczas P(A|B,) = š i P(A|B) = š. 

Prawdopodobieństwo tego, że wylosowana biała kula pochodzi z pierwszej 
urny, jest równe: 


= P(B1)-P(AIB1) = JĄ 
P(B,|A) = P(B;)-P(A|B;)+P(Ba)-P(A|B2) 1 É: 


3 


7 


ape 


ap" 


Ćwiczenie 2 

W pierwszej urnie jest 1 kula biała i 3 kule czarne. W drugiej urnie są 2 kule 
białe i 4 kule czarne. Z losowo wybranej urny wyjęto jedną kulę. Oblicz praw- 
dopodobieństwo tego, że wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny, jeśli 
wiadomo, że jest ona: a) czarna, b) biała. 
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Ćwiczenie 3 

W I urnie są 2 kule zielone i 4 kule niebieskie. W II urnie jest 6 kul zielonych 
i 3 kule niebieskie. Rzucamy dwukrotnie monetą. Jeśli wypadną dwa orły, to 
losujemy kulę z I urny. W pozostałych przypadkach losujemy kulę z II urny. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosowana kula pochodzi z II urny, jeśli 
wiadomo, że jest to kula: a) zielona, b) niebieska. 


Przykład 2 

W sakwie znajduje się 20 monet: 
+ 6 pierwszego rodzaju — mających po obu stronach orła, 

e 4 drugiego rodzaju — mających po obu stronach reszkę, 

* 10 trzeciego rodzaju (typowych) — mających po jednej stronie orła, a po 
drugiej reszkę. 

Wykonano dwa rzuty monetą losowo wybraną z sakwy i otrzymano dwa orły. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że rzucano monetą typową. 

Wprowadźmy oznaczenia zdarzeń: 

A - wyrzucono dwa orły, 

B, — wylosowano monetę pierwszego rodzaju, P(B;) = 
B, — wylosowano monetę drugiego rodzaju, P( B,) = 


10 


Вз — wylosowano monetę trzeciego rodzaju, P( Bs) = gg. 


Zauważmy, że P(A|B,) = 1, P(A|B;) = 0, Р(А|В») = 1. 
Korzystamy ze wzoru Bayesa i otrzymujemy: 
= (Вз) РСА Вз) =. 
РОВА) = рву PAF PB) (АВЫ F PU) PUNB) 7 
10.1 А š 
кз Ai т=з ma 
1+ 0+ 11 w+ 17 


Prawdopodobieństwo tego, że rzucano monetą typową, jest równe Š. 


Ćwiczenie 4 
Wybrano jedną z trzech kostek, których siatki przedstawiono poniżej. 


Rzucono tą kostką dwukrotnie i otrzymano dwie szóstki. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że była to kostka: a) I, b) П, c) Ш. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Zadania 


m 


W szkatułce znajduje się 20 monet, z których 15 to monety typowe (mają 
orła i reszkę), a pozostałe mają po obu stronach reszki. Rzucono trzykrot- 
nie losowo wybraną monetą i otrzymano trzy reszki. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że rzucono monetą typową. 


Z dwóch kostek jedna jest symetryczna, a dla drugiej prawdopodobień- 
stwo otrzymania szóstki jest równe і, Rzucono dwukrotnie losowo wy- 
braną kostką i wypadły dwie szóstki. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 


rzucono kostką niesymetryczną. 


Mamy dwie symetryczne kostki. Jedna jest klasyczna (z liczbami oczek 
1, 2, 3, 4, 5, 6), natomiast na ściankach drugiej są następujące liczby 
oczek: 1, 3, 5, 5, 6, 6. Rzucamy dwukrotnie wybraną losowo kostką. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że rzucono klasyczną kostką, jeśli suma wyrzu- 
conych oczek była równa: a) 4, b) 11. 


Statystycznie wśród 10000 mężczyzn jest 500 daltonistów, a wśród 10000 
kobiet jest 50 daltonistek. Z grupy 100 mężczyzn i 400 kobiet wybieramy 
losowo jedną osobę. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wybrana osoba 
jest kobietą, jeśli ma problemy z rozpoznawaniem kolorów. 


W tabeli obok zebrano dane dotyczące 
znaków zodiaku uczniów w trzech trzy- 
dziestoosobowych klasach czwartych. 
Rzucamy monetą: jeśli wypadnie orzeł, Byk 3 
to losujemy osobę z klasy IVa, jeśli wy- 
padnie reszka, to rzucamy ponownie. 
Jeśli w drugim rzucie wypadnie orzeł, Ы 

to losujemy osobę z klasy IVb, a jeśli Lew 3 2 


Znak zodiaku IVa IVb IVe 
Baran 4 4 2 


2 
Bliźnięta JEJE; 
Rak 1 


1 
reszka — z IVe. Pama 5 0 2 
a) Oblicz prawdopodobieństwo tego, Waga 1 3 4 
Ze wylosowana osoba jest spod znaku Е 
Bliźniąt. риши: | 5 | 2 
b) Stosując opisaną wyżej procedurę, Strzelec 1 2 ° 
wylosowaliámy osobę, której znakiem | Koziorożec 4 3 2 
zodiaku jest Wodnik. Oblicz prawdo- Wodnil 3 1 2 
podobieństwo tego, że jest to uczeń kla- = 7 
sy IVa. уђу 2 3 


1.12. Wzór Bayesa 


*1.13. Doświadczenia wieloetapowe 


Przykład 1 

W klasie IVa jest 15 chłopców i 15 dziewcząt, w klasie IVb jest 9 chłopców 
i 21 dziewcząt. Rzucamy kostką: jeśli wypadnie szóstka, to losujemy jedną 
osobę z klasy IVa, w przeciwnym razie losujemy jedną osobę z klasy IVb. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosowaną osobą będzie dziewczyna. 


Przedstawiamy na drzewie ilustrację tego doświadczenia. 


rzut kostką 


W klasie IVajst б 1,2,3,4,5 уу klasie IVb jest 

15 chłopców 5 ЕУ $ 31 9 chłopców 

i 15 dziewcząt. i 21 dziewcząt 
ch dz ch dz 


Zdarzeniu A polegającemu na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie 
6 oczek i wylosowanie dziewczyny z kl IVa oraz wyrzucenie liczby oczek 


mniejszej od 6 i wylosowanie dziewcz klasy IVb. Zatem: 


1.15, 8 RE ҖЕ: | 
P(A)=G'30%6'30 = 12 +12 = 3 
W rozwiązaniu wykorzystujemy wzór па prawdopodobieństwo całkowite. Ilu- 
strację przebiegu doświadczenia przedstawiamy za pomocą drzewa. 


Ćwiczenie 1 

Jedna z osób uczących się w klasie IVa lub IVb ma otrzymać darmowy bilet do 
cyrku. W klasie IVa jest 20 chłopców i 10 dziewcząt, w klasie IVb — 12 chłop- 
ców i 18 dziewcząt. Rzucamy kostką: jeśli wypadnie 1 lub 2, to losowo wybiera 
się osobę z klasy IVa, jeśli 3, 4, 5 lub 6 – z IVb. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że bilet otrzyma dziewczyna. 


Przykład 2 
Na loterii jest 20 losów, w tym 4 wygrywające (oznaczone literą w) i 2 upraw- 
niające do dalszego losowania (oznaczone literą d). Pozostałe losy są prze- 


grywające (oznaczone literą p). Za- u М5 
kupiono jeden los. Oblicz prawdopo- — s 


dobieństwo wygranej. Ё SA 
Na drzewie przedstawiamy ilustrację możliwych 87 | NG 
wyników. Niech A oznacza zdarzenie polegające 
na kupieniu losu wygrywającego. Wówczas: P © a А 
8-4 ш 4.49 р + 
01) = a re Eso О ча 6 À h 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Ćwiczenie 2 

Wśród 20 losów loterii fantowej są 4 losy uprawniające do odebrania jednej 
z nagród (jest 1 nagroda główna i są 3 nagrody pocieszenia) oraz 2 losy upraw- 
niające do dalszego losowania. Oblicz prawdopodobieństwo wygrania nagrody 
pocieszenia, jeśli kupimy 1 los. 


Przykład 3 

Wśród 30 uczestników wycieczki do Szczecina jest 12 uczniów i 18 studentów. 
Biuro turystyczne postanowiło zwrócić połowę kosztów wycieczki dwóm lo- 
sowo wybranym osobom. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że zwrot połowy 
kosztów otrzyma przynajmniej jeden uczeń. 


Przebieg losowania ilustrujemy za pomocą drzewa. 


Losujemy pierwszą osobę. 


29 Losujemy drugą osobę. 


u s u s 


h dwóch osób jest przynaj- 
ód wylosowanych nie ma 


mniej jeden uczeń. Rozpatrzmy zdarzenie A' 
ani jednego ucznia: 


Zatem: 


P(A) = 1-P(A) = 1- Ez = тє = 0,65 


Ćwiczenie 3 

W pewnej firmie pracuje 36 mężczyzn i 12 kobiet. W ramach nagrody posta- 
nowiono ufundować wycieczkę do Świnoujścia trzem losowo wybranym oso- 
bom. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wycieczkę wygra co najmniej jedna 
kobieta. 


Zadania 


1. W urnie są 3 kule białe, 4 czarne i 5 zielonych. Losujemy bez zwracania 
3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 
a) nie będzie kuli czarnej, b) będzie kula czarna lub zielona. 


2. Z urny zawierającej 6 kul białych, 3 czarne i 5 niebieskich losujemy bez 
zwracania jedną kulę. Następnie dokładamy do urny dwie kule w kolorze 
wyłosowanej kuli i ponownie losujemy jedną kulę. Oblicz prawdopodobień- 
stwo tego, że kula wylosowana za drugim razem będzie niebieska. 


1.13. Doświadczenia wieloetapowe 


W pewnej klasie jest 10 chłopców i 20 dziewcząt. Liczba biletów do kina, 
które będą rozlosowane w tej klasie, jest równa liczbie orłów otrzymanych 
w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że biletu 
nie otrzyma żaden chłopiec. 


Z urny, w której jest dwa razy więcej kul białych niż czarnych, losujemy 
kulę i przekładamy ją do drugiej urny, w której są 2 kule białe i 6 kul czar- 
nych. Następnie losujemy kulę z drugiej urny. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że obie wylosowane kule będą tego samego koloru. 


Poddane testowi kostki A i B okazały się niesymetryczne. Na diagramach 
kołowych przedstawiono rezultaty testu (w procentach podano częstość po- 
jawiania się poszczególnych wyników). Oblicz prawdopodobieństwo otrzy- 
mania sumy oczek większej od 10, jeśli rzucamy jednocześnie kostką A 
i kostką B. 


10%__10% 10% 15% 


20% 


30%) 


kostka A 30% kostka B 15% 
20% 

15% 

W urnie jest n kul, w tym 3 białe, a pozostałe są czarne. Losujemy kolejno 

2 kule bez zwracania. Prawdopodobieństwo tego, że obie wylosowane kule 

są białe, jest równe 5. Ile kul czarnych jest w urnie? 


W urnie jest n kul, w tym 4 czarne, a pozostałe są białe. Losujemy ko- 
lejno 2 kule bez zwracania. Prawdopodobieństwo tego, że wylosujemy kule 
różnego koloru, jest równe i Ile kul białych jest w urnie? 


Z urny, w której jest 1 kula czarna i pewna liczba kul białych, losujemy 
2 kule bez zwracania. Ile kul białych jest w urnie, jeśli prawdopodobieństwo 
wylosowania dwóch kul białych jest równe 27 


Spośród liczb 1,2, 3,...,99 losujemy jedną liczbę, a następnie z pozosta- 
łych — drugą. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 

A — za pierwszym razem wylosowano liczbę parzystą, 

В — za drugim razem wylosowano liczbę parzystą, 

С - obie wylosowane liczby są parzyste, 

D - suma wylosowanych liczb jest równa 100. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


W magazynie zainstalowano trzy czujniki, z których każdy niezależnie od 
pozostałych może uruchomić alarm w wypadku pożaru, Prawdopodobień- 
stwo wykrycia pożaru przez pojedynczy czujnik jest równe 0.6. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że w wypadku pożaru alarm zostanie urucho- 
miony. 


a) Pewien szczur wpuszczony do labiryn- р р 
tu na rozwidleniu dróg dwa razy częściej 
skręca w lewo niż w prawo. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że szczur dotrze do po- 
karmu (oznaczonego na rysunku literą p). 


b) Inny szczur wpuszczony do tego same- 
go labiryntu na rozwidleniu dróg skręca 
w prawo w z% przypadków. Oblicz z, je- 
śli prawdopodobieństwo tego, że szczur do- 


trze do pokarmu, jest równe $ е 


W urnie znajdują się kule zielone i białe — razem 9 kul. Losujemy dwu- 
krotnie po jednej kuli bez zwracania. Ile jest kul białych, jeśli prawdopo- 
dobieństwo wylosowania dwóch kul tego samego koloru jest równe praw- 
dopodobieństwu wylosowania dwóch kul o różnych kolorach? 


Z urny, w której są 3 kule białe i n kul czarnych (n > 0), losujemy 2 kule. 
Ile może być kul w urnie, jeśli prawdopodobieństwo wylosowania przynaj- 
mniej jednej kuli białej jest większe od 0,5? 


Wśród n losów na loterii jest 6 losów wygrywających. Dla jakich wartości n 
prawdopodobieństwo tego, że: 

a) zakupione dwa losy będą wygrywające, jest większe od 1, 

b) wśród zakupionych dwóch losów przynajmniej jeden wygrywa, jest 
większe od 1? 


losów, w tym 15 wygrywających. Nagrody to: jedna w wy- 
cztery po 10 zł i dziesięć po 5 zł. Jeden los kosztuje 5 zł. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wygrana będzie nie mniejsza od po- 
niesionych kosztów, jeśli kupimy: 


sokości 100 2 


a) jeden los, b) dwa losy. 


Na loterii jest n losów, z których jeden wygrywa. Wykaż, że jeśli dorzu- 
cimy do puli los, którego wyciągnięcie pozwala na powtórne losowanie, to 
prawdopodobieństwo wygranej przy zakupie jednego losu się nie zmieni. 


1.13. Doświadczenia wieloetapowe 


Rzut monetą 


Rzut monetą to jeden z najbardziej znanych sposobów losowego 
podejmowania decyzji. Wykorzystuje się go w niektórych dyscyplinach 
sportu, na przykład aby rozstrzygnąć, która drużyna rozpocznie mecz. 


Sprawiedliwa decyzja 

Nawet jeśli podejrzewamy, że moneta nie jest symetryczna 
(prawdopodobieństwo wyrzucenia orła jest równe p, 
prawdopodobieństwo wyrzucenia reszki jest równe q oraz p + q), 
możemy za jej pomocą podjąć sprawiedliwą decyzję. 

Należy wykonać dwa rzuty monetą. 
Dalsze postępowanie zależy od N 
wyniku rzutów zgodnie эйту | 
ze schematem: dwa rzuty 


monetą IVAN 
q = A 


Cr) (о) (U ) 
powtarzamy wybieramy wybieramy powtarzamy 
oba rzuty reszkę orła oba rzuty 


Nawet gdy moneta nie jest symetryczna, otrzymanie раг orze-reszka oraz reszka-orzeł jest 
jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobieństwo każdego z tych zdarzeń jest równe pq. 


Rzut powinien być wykonany w taki 
sposób, aby moneta podczas lotu 
kilka razy się obróciła. Następnie, 
w zależności od zwyczaju, monetę 
można złapać w locie lub pozwolić 
jej upaść na ziemię. 


*1.14. Schemat Bernoulliego 


Schemat Bernoulliego polega na wielokrotnym powtórzeniu tego samego do- 
świadczenia losowego mającego dwa możliwe wyniki o dodatnich prawdopodo- 
bieństwach. Każde powtórzenie doświadczenia nazywamy próbą Bernoulliego 
(lub krótko — próbą), jeden z wyników nazywamy sukcesem, drugi — porażką. 
Na przykład, jeśli próba polega na rzucie monetą, za sukces możemy przyjąć 
wyrzucenie orła, a za porażkę — wyr: . Wymagamy, aby próby 
były niezależne, to znaczy, by pojawienie się jakiegokolwiek wyniku w dowol- 
nej próbie nie miało wpływu na wyniki w następnych próbach. 


Przykład 1 
Rzucamy trzy razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 6 oczek wy- 
padnie dokładnie dwa razy. 


"Trzykrotny rzut kostką jest schematem 
Bernoulliego, w którym prawdopodobień- 


rzucenie szóstki — oznaczone literą s na 
rysunku obok) jest równe $. Prawdopo- 
dobieństwo porażki w pojedynczej próbie 
(oznaczone literą p) jest równe 2. Gałęzie 
drzewa ilustrujące otrzymanie dokładnie 
dwóch szóstek zaznaczono kolorem czer- 
wonym. 


Prawdopodobieństwo otrzymania dokładnie dwóch s 
1+ 


Oznaczmy przez Sn liczbę sukcesów w n próbach Bernoulliego. Prawdziwy 
jest następujący wzór. 


Wzór Bernoulliego 


W schemacie n prób Bernoulliego prawdopodobieństwo otrzymania k suk- 
cesów wyraża się wzorem: 

Р, (К) = (у) К dla k=0,1,...,n 
gdzie p oznacza prawdopodobieństwo sukcesu, a — prawdopodobieństwo 
porażki w pojedynczej próbie (q = 1 — p). 
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Przykład 2 
Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania dwóch orłów w pięciokrotnym rzucie 
monetą. 


Pięciokrotny rzut monetą to schemat Bernoulliego, w którym prawdopodo- 
bieństwo sukcesu (wyrzucenie orła) w pojedynczej próbie p = 1, a prawdo- 
podobieństwo porażki q = 3. Zatem prawdopodobieństwo otrzymania dwóch 


orłów w pięciokrotnym rzucie monetą jest równe: 
PD = ()- G G = #s: 1: = 5 = 03125 


Ćwiczenie 1 

Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania trzech orłów: 
a) w czterokrotnym rzucie monetą, 

b) w sześciokrotnym rzucie monetą. 


Przykład 3 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w czterech rzutach kostką szóstka wy- 
padnie co najmniej trzy razy. 


Za sukces przyjmujemy otrzymanie stki w rzucie kostką, a za porażkę 
jakiejkolwiek innej liczby oczek. Prawdopodobieństwo sukcesu p = Z, a praw- 
dopodobieństwo porażki q = š 


Prawdopodobieństwo otrzymania trzech szóstek jest równe: 
3) = (4). (13,5 
РЗ) = (3): (3) 
Prawdopodobieństwo otrzymania czterech szóstek jest równe: 
4)— (1 ny! aY £ < 
P(4) = () - (6) G) =1: = ms 
Zatem prawdopodobieństwo otrzymania co najmniej trzech szóstek wynosi: 
P;(3) + P4(4) = 75 + = 


=й b= M 
= 4: gi =т= 


Ćwiczenie 2 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy pięciokrotnym rzucie kostką otrzy- 
mamy: a) co najmniej cztery szóstki, b) co najwyżej trzy jedynki. 


Czy wiesz, że... 

Jakob Bernoulli (1654-1705) był wybitnym szwajcarskim 
matematykiem. Jest uznawany za jednego z twórców ra- 
chunku prawdopodobieństwa. Podany w tym rozdziale 
wzór Bernoulliego jest jego autorstwa. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Przykład 4 
Gramy z równorzędnym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo- 
dobne: wygranie dwóch partii z czterech czy trzech partii z sześciu? 
Zakładamy, że wyniki kolejnych partii są niezależne. Prawdopodobieństwo wy- 
granej w jednej partii p = 4, a prawdopodobieństwo porażki q = 4. Zatem 
prawdopodobieństwo uzyskania 2 sukcesów w 4 próbach jest równe: 
4 2 2 š 
Ро) = (9-0 0 = = 1-0 
Prawdopodobieństwo uzyskania 3 sukcesów w 6 próbach jest równe: 
а 6 3 5 
P,(3) = (3) : (3) (д =@=ъ = 03125 


Bardziej prawdopodobne jest więc wygranie dwóch partii z czterech. 


Ćwiczenie 3 
Gramy z równorzędnym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo- 
dobne: wygranie trzech partii z pięciu czy czterech partii z siedmiu? 


Zadania 


1. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania dwóch orłów w czterokrotnym 
rzucie monetą: 
stając ze wzoru Bernoulliego, b) sporządzając drzewo. 


2. Rzucamy sześć razy monetą. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania: 


a) czterech orłów, b) co najmniej czterech orłów. 


© 


Rzucamy п razy monetą. Dla jakich wartości n prawdopodobieństwo otrzy- 
mania co najmniej jednego orła jest większe od: 

a) 0,9, b) 0,99, c) 0.999, d) 0,9999? 

4. Rzucamy cztery razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania: 

a) dwóch szóstek, b) co najwyżej dwóch szóstek. 


5. Rzucamy pięć razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 
a) trzy razy wypadnie 6 oczek, 
b) co najmniej dwa razy wypadnie liczba oczek większa od 4. 


razy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
dwa razy suma oczek będzie: 


6. Rzucamy tr; 
że co najmni 


a) większa od 10, b) równa 6. 


1.14. Schemat Bernoulliego 


— 


10. 


n. 


12. 


W pewnej partii pilek 4% piłek jest wadliwych. Losujemy pięć razy ze 
zwracaniem jedną piłkę i badamy jej jakość. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego. 


a) za każdym razem wylosujemy piłkę jakościowo dobrą. 
b) co najmniej raz wylosujemy piłkę wadliwą. 


Pewien test składa się z dziesięciu pytań. Do każdego pytania podane 
są trzy odpowiedzi, z których tylko jedna jest poprawna. Uczeń zakreśla 
odpowiedzi losowo. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 

A — uczeń nie zakreśli żadnej poprawnej odpowiedzi, 

В — uczeń zakreśli co najmniej jedną poprawną odpowiedź, 

C - uczeń zakreśli co najwyżej jedną poprawną odpowiedź. 


Pewien test składa się z sześciu pytań. Dla każdego pytania podane są 
cztery odpowiedzi, z których tylko jedna jest poprawna. Aby zaliczyć test, 
należy dobrze odpowiedzieć na co najmniej pięć pytań. Odpowiedzi wy- 
bieramy losowo. Czy szansa zaliczenia testu jest większa od 0,5%? 


a) W schemacie 5 prób Bernoulliego prawdopodobieństwo otrzymania sa- 
mych sukcesów jest równe = ‚ Oblicz prawdopodobieñstwo uzyskania suk- 
cesu w pojedynczej próbie. 


b) W schemacie 4 prób Bernoulliego prawdopodobieństwo otrzymania co 
najmniej jednego sukcesu jest równe 12. Oblicz prawdopodobieństwo uzy- 
skania sukcesu w pojedynczej próbie. 


Jedna z koszykarek, wykonując rzuty osobiste, trafia do kosz 
razy na dziesięć, a druga — osiem razy na dziesięć. Obie koszykarki wy- 
konują po pięć rzutów. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że każda z nich 
trafi do kosza: 


średnio pięć 


a) trzy razy, b) cztery razy, c) co najmniej raz. 


Wykonano serię rzutów niesymetryczną liczba wyników 
kostką. Wyniki testu przedstawiono na dia- 200 

gramie obok. 150 

a) Zaproponuj wartości prawdopodobień- oo 

stw dla każdego z wyników 1, 2. 3, 4, 5, 6. 


50 
b) Jakie jest prawdopodobieństwo otrzy- 
mania w sześciokrotnym rzucie tą kostką za ZES "MARIE 
każdym razem liczby oczek większej od 3? liczba oczek 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


1.15. Wartość oczekiwana zmiennej 
losowej 


Przykład 1 

Rozpatrzmy grę polegającą na rzucie dwiema mone- 
tami. Jeśli wyrzucimy dwa orły, to wygrywamy 20 zł, 
jeśli jednego orła — wygrywamy 10 zł, aw przypadku, (p, 1 
gdy wypadną dwie reszki — przegrywamy 40 zł. W ta- 

beli podano możliwe wielkości wygranej w jednym 

= 20, z2 = 10 i zs = —40 (prze- 

grana) oraz ich prawdopodobieństwa. 


rzucie w złotych: 


Przy omawianiu zagadnień takich jak w powyższym przykładzie będziemy 


używać pojęć zmienna losowa i rozkład zmiennej losowej. 


Definicja 


Zmienną losową nazywamy funkcję o wartościach rzeczywistych określoną 
na zbiorze zdarzeń elementarnych О. 


Uwaga. Zmienne losowe zwyczajowo oznacza się dużymi literami, np. X, Y. 


Przykład 2 
Rzucamy raz kostką. Zmienna losowa X przyporządkowuje każdemu zdarzeniu 
elementarnemu kwadrat otrzymanej liczby oczek. Zmienna losowa X przyj- 


muje następujące wartośc 
m = X(1) = 1, z. 


= Х(2) = ,..., zę = X(6) = 36 
1 


jmowana z prawdopodobieństwem 1. 


Każda z tych wartości jest р i 


Definicja 


Zbiór par (2. р;). gdzie z, jest wartością zmiennej losowej X, а р; prawdo- 
podobieństwem, z jakim zmienna losowa przyjmuje tę wartość, nazywamy 
rozkładem zmiennej losowej. 


Rozkład zmiennej losowej zwykle 
wygodnie jest prezentować w tabeli. 
W tabeli obok przedstawiono roz- Di в 
kład zmiennej losowej z przykładu 2. 


211 4 | 9 | 16 | 25 | 36 


1.15. Wartość oczekiwana zmiennej losowej 


71 mam 


шын 72 


Ćwiczenie 1 

Losujemy ze zwracaniem dwie liczby ze zbioru 
{1,2,3}. Zmienna losowa X każdej parze liczb 
przyporządkowuje ich sumę. Uzupełnij w zeszy- | Pi 
cie tabelę przedstawiającą rozkład tej zmiennej. 


4|2|3'4|5 и 


ER 

ew 
` 
Z 


Ćwiczenie 2 
Losujemy dwie liczby ze zbioru {1,2,3,4}. Zmienna losowa X każdej parze 
liczb przyporządkowuje ich sumę. Podaj rozkład zmiennej X, jeśli losujemy: 
a) ze zwracaniem, b) bez zwracania. 
Definicja 
Niech X będzie zmienną losową o wartościach тү, £2, ..., ra przyjmo- 
wanych z prawdopodobieństwami odpowiednio pı, pa. ..., p. Wartością 
oczekiwaną zmiennej X nazywamy liczbę: 
EX = mipi + 12р +... + TnPn 


Przykład 3 
Rozpatrzmy grę polegającą na rzucie trzema monetami. Jeśli wyrzucimy same 
orły, to wygrywamy 100 zł, jeśli wyrzucimy same reszki, to wygrywamy 60 zł. 
W pozostałych przypadkach przegrywamy 20 zł. 
W tabeli obok przedstawiono rozkład zmiennej lo- 
sowej X opisującej tę grę. Pi 


©, 100 60 |—20 
LLE 
| ж | 
Wartość oczekiwana zmiennej losowej X (wartość oczekiwana gry): 

ЕХ = түру + тәрә + тарз = 100: Z + 60: $ — 20 


s= #=5 [zl] 


Wartość oczekiwana tej gry jest dodatnia, czyli gra jest korzystna dla gracza. 


Ćwiczenie 3 

Bierzemy udział w pewnej grze. Rzucamy kostką — jeśli wypadnie co najmniej 
5 oczek, to wygrywamy тү zł, w przeciwnym wypadku przegrywamy т» zł. 
a) Uzasadnij, że jeśli ту = 50 i т» = —40, to wartość oczekiwana tej gry jest 
równa —10 zł (czyli gra jest dla nas niekorzystna). 


b) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry. jeśli wygrana r, = 45, a przegrana 
Tą = —15. 


Definicja 
| Grę nazywamy sprawiedliwą, jeśli jej wartość oczekiwana jest równa 0. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Ćwiczenie 4 
Rzucamy dwiema monetami. Jeśli wypadną dwie reszki, to wygrywamy ту zł, 
jeśli wypadnie jedna reszka, to wygrywamy т» zł. Jeśli wypadną dwa orły, to 
przegrywamy тз zł. 

[р] a) Uzasadnij, że jeśli z, = 20, 1» = 10 i тз = —40, to gra jest sprawiedliwa. 
b) Dla jakiej wartości тз gra jest sprawiedliwa, jeśli ту = ту = 49? 


Zadania 


1. Bierzemy udział w pewnej grze. Rzucamy kostką — jeśli wypadnie parzysta 
liczba oczek, to wygrywamy 10 zł, jeśli wypadnie 5 oczek, to wygrywamy 
120 zł, a jeśli 1 oczko lub 3 oczka, to przegrywamy 90 zł. 


a) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry. 
b) Jaka powinna być wysokość przegranej, aby gra była sprawiedliwa? 

2. Rzucamy dwa razy kostką. Jeśli w drugim rzucie wypadnie więcej oczek 
niż w pierwszym, to wygrywamy z, zl. jeśli tyle samo, to przegrywamy 
120 zł. W pozostałych przypadkach przegrywamy 60 zł. 

a) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry, gdy xı = 180. 
b) Dla jakiej wartości x, gra byłaby sprawiedliwa? 
3. W pierwszej grze rzucamy trzema monetami i otrzymujemy т = 24 zł za 


każdego wyrzuconego orła. W drugiej grze rzi y czterema monetami 
i otrzymujemy y = 15 zł za każdego wyrzuconego orła. 


a) Wartość oczekiwana której gry jest większa? 
b) Ile powinna być równa wygrana x, aby — bez zmiany wartości y w dru- 
giej grze — wartości oczekiwane obu gier były równe? 


Czy wiesz, że... 

Zagadnieniem wartości oczekiwanej gry zajmo- 
wał się holenderski matematyk, fizyk i astronom 
Christiaan Huygens [czyt. kristian hojchens] 
(1629-1695). W 1657 r. wydał pracę dotyczącą 
rachunku prawdopodobieństwa De ratiociniis in 
ludo aleae (O wnioskowaniu w grach hazardo- 
wych). Christiaan Huygens był członkiem To- 
warzystwa Królewskiego w Londynie i Akademii 
Nauk w Paryżu. 


1.15. Wartość oczekiwana zmiennej losowej 


4. 


85. 
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Rzucamy pewną liczbą monet. Jeśli w rzucie wypadło n orłów i k reszek, to 
wygrana (lub przegrana) jest równa (2"—3k) zł. Oblicz wartość oczekiwaną 
tej gry, jeśli rzucamy: 

a) czterema monetami, b) pięcioma monetami. 


W tabeli podano prawdopodobieństwa trafienia trójki, czwórki, piątki 
i szóstki w grze liczbowej, w której skreślamy 6 spośród 49 liczb. 


trójka (5) - (5) : (7) = 0,017650404 
czwórka (6) - (5) : (8) = 0.000968 620 
piątka (6) - (7) : (5) = 0,000018450 
szóstka 1 : (°) = 0,000000072 


a) Przyjmijmy, że wygrywamy jedynie wtedy, gdy trafimy szóstkę, i że 
cena jednego zakładu jest równa 1 zł. Jaka powinna być wysokość wygra- 
nej, aby była to gra sprawiedliwa? 


b) Przyjmijmy, że jeśli trafimy trójkę, wygramy 10 zł, czwórkę — 100 zł, 
piątkę — 1000 zł, i że cena jednego zakładu jest równa 1 zł. Jaka powinna 
być wysokość wygranej w przypadku trafienia szóstki, aby gra była spra- 
wiedliwa? 

с) Przyjmijmy, że jeśli trafimy trójkę, wygramy 100 zł, czwórkę — 1000 zł, 
piątkę — 10000 zł, a szóstkę — 10000000 zł. Jaka powinna być cena jednego 
zakładu, aby gra była sprawiedliwa? 


Dane są trzy odcinki o długości 4 cm i dwa o długości 6 сш. Wybieramy lo- 
sowo trzy spośród tych odcinków i budujemy z nich trójkąt. Oblicz wartość 
oczekiwaną zmiennej losowej, która każdemu otrzymanemu w ten sposób 
trójkątowi przyporządkowuje: 

a) jego obwód, b) jego pole. 


Dany jest sześcian o krawędzi 1 cm. 


a) Wybieramy losowo dwa wierzchołki sześcianu. Zmienna losowa przy- 
porządkowuje wybranym dwóm punktom odległość między nimi. Oblicz 


wartość oczekiwaną tej zmiennej. 

b) Wybieramy losowo trzy wierzchołki sześcianu. Zmienna losowa przy- 
porządkowuje wybranym trzem punktom pole trójkąta, którego są wierz- 
chołkami. Oblicz wartość oczekiwaną tej zmiennej. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


1.16. Zagadnienia uzupełniające 


E Prawdopodobieństwo geometryczne 


Na płaszczyźnie dane są figury A i Q takie, że A C Q. 
Niech Pa będzie polem figury Q, a P4 — polem fi- 
gury A. Przyjmujemy. że prawdopodobieństwo tego, 
że losowo wybrany punkt figury Q należy do figury A, 
jest równe: p= та 

Przykład 1 

Niech О będzie kwadratem OPQR, a A - zbiorem 
zaznaczonym na niebiesko (rysunek obok). Jakie jest 
prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrany punkt 
kwadratu О należy do zbioru А? 


Zauważmy, że Po = 25 oraz P(A) = 9, zatem: 


= ВА = 3. 
р= Ph = 


1. Niech Q = {(ж.у):т € (—3:3) i y € (—3;3)). Jakie jest prawdopodobień- 

stwo tego, że losowo wybrany punkt ze zbioru О należy do zbioru zazna- 
czonego na niebiesko? 
a) 4 


2. Niech Q=f(r,y): z € (0:6) i y € (0:4) }. Jakie jest prawdopodobieństwo 
tego, że współrzędne losowo wybranego punktu ze zbioru Q spełniają wa- 
runek: a) r +y—4<0, b) |r —2| 2 1, c) |r=y| < 1? 


Joseph Bertrand (1822-1900) sformułował następujący problem (znany 
jako paradoks Bertranda). Rozpatrujemy trójkąt równoboczny wpisany 
w okrąg. Wybieramy losowo cięciwę tego okręgu. Jakie jest prawdopo- 
dobieństwo tego, że jest ona dłuższa od boku trójkąta? Bertrand przed- 
stawił trzy metody rozwiązania tego problemu ~ każda z nich daje inny 
wynik. Sprzeczność tę wyjaśniono dopiero po wprowadzeniu aksjomatyki 
rachunku prawdopodobieństwa w 1933 r. przez Andrieja Kołmogorowa. 


1.16. Zagadnienia uzupełniające 


75 awa 
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Przyktad 2 
Ania i Zosia umówiły się, że każda z nich przyjdzie do parku pod fontannę 
między godziną 12:00 a 13:00 i będzie czekać tam przez 10 minut. Jakie 
jest prawdopodobieństwo tego, że koleżanki się spotkają? 

Oznaczmy czasy przybycia Ani i Zosi pod fontannę 13:00 

odpowiednio przez т і y. Rozpatrzmy punkty na- 
leżące do kwadratu О przedstawionego na rysunku 
obok. Ania i Zosia się spotkają, gdy punkt (x,y) 
należy do zbioru A zaznaczonego na rysunku na 
niebiesko. Pole zbioru A jest równe 11 (sprawdź). 


Prawdopodobieństwo spotkania jest więc równe: 12:00 š 13:00 
p= P = 3 5 0,31 


3. Jakie byloby prawdopodobieñstwo spotkania Ani i Zosi przy fontannie 
(patrz przyklad 2), gdyby kazda z nich czekala 20 minut? 


Przyklad 3 
Monete o średnicy 2 cm rzucamy na szachownicę utworzoną z kwadratów 
o boku 3 cm. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że moneta w całości 
znajdzie się wewnątrz któregoś z kwadratów? 
Rozpatrzmy kwadrat О, na który upadł środek rzu- 
conej monety (rysunek obok). Aby cała moneta 
znajdowała się wewnątrz tego kwadratu, jej śro- 
dek musi należeć do kwadratu A zaznaczonego na 
rysunku na niebiesko. Ponieważ Ра = 1 cm? oraz 
Pa = 9 cm?: 


3 cm 


4. Monetę o średnicy 3 cm rzucamy na szachownicę utworzoną z kwadratów 
o boku 6 cm. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że moneta w całości 
upadnie wewnątrz któregoś z kwadratów? 


5. Monetę o średnicy 2 cm rzucamy na szachownicę 
utworzoną z kwadratów o boku 4 cm w taki sposób, 
aby cała moneta znalazła się na szachownicy. Jakie 
jest prawdopodobieństwo tego, że moneta w całości 
upadnie wewnątrz białego kwadratu? 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw 1 


de 
2. 


>P 


Пе jest liczb czterocyfrowych, kt 


h iloczyn cyfr wynosi: a) 8, b) 10? 


Пе jest liczb czterocyfrowych parzystych, w których zapisie: 
a) mogą wystąpić tylko cyfry 0, 1, 2, 3 i 4, 


b) występuje dokładnie jedna cyfra 0 i dokładnie jedna cyfra 3? 
Ile jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w których zapisie: 


5, 


a) występują tylko cyfry 4 


b) występuje dokładnie jedna cyfra 4 i dokładnie jedna cyfra 5? 


Na ile sposobów można ustawić w kolejce 
a) 2 kobiety i 6 mężczyzn tak, aby kobiety stały obok siebie, 
b) 4 kobiety i 4 mężczyzn tak, aby kobieta nie stała za kobietą? 


Rzucamy dwa razy kostką. Które ze zdarzeń jest bardziej prawdopodobne: 


A — dokładnie w jednym z rzutów wypadnie co najmniej 5 oczek, 
B -suma oczek, które wypadną w obydwu rzutach, jest nie mniejsza od 8? 


Rzucamy dwa razy kostką, której dwie ścianki są zielone, a cztery cz 
wone. Oblicz prawdopodobieństwo wyrzucenia: 


a) co najmniej raz ścianki zielonej, 


b) co najwyżej raz ścianki czerwonej. 


Student zna odpowiedzi na 6 spośród 15 pytań egzaminacyjnych. Na egza- 
minie losuje 4 pytania. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że zna odpowiedź 
na co najmniej jedno z nich. 


Rzucamy cztery razy niesymetryczną monetą, dla której prawdopodobień- 
stwo wypadnięcia orła jest równe 1, a reszki — 2. Oblicz prawdopodobień- 
stwo tego, że wypadną: 


3 


a) cztery reszki, b) co najmniej trzy reszki. 


W urnie jest jedna kula czarna o numerze 1 oraz dwie kule białe o nume- 
rach 1 i 2. Losujemy kolejno dwie kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że pierwsza z wylosowanych kul jest biała, a druga ma numer nieparzysty, 
jeśli losujemy: 


a) ze zwracaniem, b) bez zwracania. 


Zestawy powtórzeniowe 


NA 


10. 


11. 


12; 


13, 


14. 


15, 


16. 


DB] 17. 


— 


W sześciu urnach U,. U; 6 znajdują się kule białe i czarne. Urna 
U, zawiera jedną kulę białą i n kul czarnych, п € {1,2,...,6}. Rzucamy 
kostką i losujemy jedną kulę z urny U,, gdzie n jest liczbą wyrzuconych 
oczek. Czy prawdopodobieństwo wyciągnięcia kuli białej jest większe od 1? 


W urnie jest 12 kul: 8 białych i 4 czarne. Z urny losujemy bez zwracania 
3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosujemy: 
a) tylko kule białe, b) 2 kule białe i 1 czarną. 


а) W urnie U, mamy З kule białe i 7 czarnych, w urnie U — 6 kul białych 
i 4 czarne. Z losowo wybranej urny wyciągamy 3 kule bez zwracania. Oblicz 
prawdopodobieństwo wyciągnięcia 3 kul czarnych. 

b) W urnie U, mamy З kule czarne i 2 białe, w urnie U — 4 kule czarne 
i 1 białą. Z losowo wybranej urny wyciągamy 2 kule bez zwracania. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że będą to kule o różnych kolorach. 


Mamy 10 kul białych i 10 kul czarnych oraz dwie urny. Do każdej z urn 


wrzucamy po 10 kul. Jak należy rozmieścić kule w urnach, aby: 
а) prawdopodobieństwo wylosowania białej kuli, gdy losujemy jedną kulę 
z losowo wybranej urny, było największe, 

b) prawdopodobieństwo wylosowania dwóch kul białych, gdy losujemy bez 
zwracania dwie kule z losowo wybranej urny, było największe? 


W rzucie pewną monetą orzeł wypada dwa razy częściej niż reszka. Oblicz 
prawdopodobieństwo uzyskania co najmniej dwóch orłów w trzykrotnym 
rzucie tą monetą. 


W urnie są kule białe, niebieskie i zielone. Prawdopodobieństwo tego, 
że wylosowana kula będzie biała lub niebieska, jest równe 4. Prawdopo- 
dobieństwo tego, że wylosowana kula będzie niebieska lub zielona, jest 
równe 4. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosowana kula będzie 


niebieska. 


W urnie są dwie kule białe z numerami 1 i 2 oraz cztery kule czarne z nu- 
merami 3, 4, 5 i 6. Z urny losujemy dwie kule. Niech A oznacza zdarzenie 
polegające na wylosowaniu dwóch kul czarnych, a B ~ dwóch kul o nume- 
rach nieparzystych. Oblicz prawdopodobieństwa Р(А|В) i P(B|A). 


Stwierdzono, że po spryskaniu drzew owocowych pewnym środkiem och- 
ronnym ginie 80% szkodników, natomiast te, które przeżyją, zyskują czę- 
ściową odporność i po ponownym spryskaniu ginie ich tylko 30%. Uzasad- 
nij, że prawdopodobieństwo tego. że losowo wybrany szkodnik zginie po 
pierwszym lub drugim spryskaniu, jest mniejsze od 0,9. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


N 


E Zestaw 11 
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Z grupy sześciu chłopców i czworga dziewcząt wybieramy losowo trzy 
osoby. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wybranych osób będzie: 
a) co najmniej jeden chłopiec, b) co najwyżej jedna dziewczyna. 


Partia towaru składa się ze 100 elementów, wśród których 2 są wadliwe. 
Poddajemy kontroli 50 losowo wybranych elementów. Partię przyjmujemy, 
jeśli wśród kontrolowanych elementów jest nie więcej niż 1 element wa- 
dliwy. Oblicz prawdopodobieństwo przyjęcia partii. 


Ze zbioru liczb sześciocyfrowych, w których zapisie wykorzystano tylko 
cyfry 2, 3 i 4, losujemy jedną liczbę. Oblicz prawdopodobieństwa zdar; 
A — wylosowano liczbę, której wszystkie cyfry są identyczne, В — wylo- 
sowano liczbę, w której zapisie przynajmniej dwa razy występuje cyfra 4, 
С ~ wylosowano liczbę, w której zapisie każda z cyfr 2, 3, 4 występuje dwu- 
krotnie. 


Spośród liczb 1.2,3. 
podobieństwo tego, że: 
a) suma wylosowanych liczb jest mniejsza od 5, 
b) obie wylosowane liczby są mniejsze od 7, 
c) iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty. 


„15 wylosowano dwie różne lic: Oblicz prawdo- 


Na egzamin przygotowano 20 pytań. Student zna odpowiedzi na 12 spo- 
śród nich, a przystępując do egzaminu, losuje 3 pytania. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że student zna odpowiedzi na wszystkie wylosowane 
pytania. 


Basia kupiła po jednym losie na dwóch różnych loteriach. Prawdopodo- 
bieństwo wygranej na pierwszej loterii jest równe 3, a na drugiej wynosi 1. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego. że Basia kupiła: 

a) dwa losy wygrywające, b) jeden los wygrywający. 


W urnie są kule białe i czarne. Czarnych kul jest dwa razy więcej niż 
białych. Wyciągamy z urny 2 kule. Jaka jest najmniejsza liczba kul w urnie, 
dla której prawdopodobieństwo wyłosowania 2 kul czarnych jest większe 
od 2? 

Losujemy liczbę n ze zbioru {1,2,3,4}, a następnie rzucamy n razy kostką. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 

a) wypadną same szóstki, b) nie wypadnie ani jedna szóstka. 


Zestawy powtórzeniowe 


NA 


10. 


11 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Mamy dwie urny z kulami. W pierwszej jest 10 kul: 4 białe i 6 niebieskich, 
w drugiej — też 10 kul: 3 białe, 5 żółtych i 2 niebieskie. Rzucamy dwa razy 
monetą: jeśli przynajmniej raz wypadnie orzeł, to losujemy kulę z pierw- 
szej urny, w przeciwnym razie — z drugiej. Oblicz prawdopodobieństwo 
wylosowania kuli: 


a) białej, b) niebieskiej. 
Wśród pięciu kostek mamy cztery kostki klasyczne i jedną nietypową, 


która ma po sześć oczek na czterech ściankach. Rzucamy losowo wybraną 
kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że otrzymamy sześć oczek. 


Student zna odpowiedzi na 8 spośród 10 pytań w części I egzaminu i na 


10 spośród 12 pytań w części II egzaminu. Na egzaminie losuje po 2 py- 


tania z każdej jego części. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że student 
zda egzamin, jeśli musi odpowiedzieć poprawnie na wszystkie wylosowane 
pytania. 


Zdarzenia A, В C Q są jednakowo prawdopodobne oraz zawsze zachodzi 
przynajmniej jedno z nich. Oblicz: 


a) P(A|B) i P(A|B'), jeśli P(ANB) = 3, b) P(ANB), jeśli P(A|B) = 1. 
Wykonano dwa rzuty kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w dru- 
gim rzucie wypadła dwójka, jeśli: 

a) suma otrzymanych oczek jest równa 6, 

b) iloczyn otrzymanych oczek jest równy 6. 

Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy dziesięciokrotnym rzucie monetą 
otrzymamy co najwyżej: 

a) jedną reszkę, b) trzy reszki. 

Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy dziesięciokrotnym rzucie kostką 
za pierwszym razem wypadła szóstka, jeśli wiadomo, że wyrzucono: 

a) dwie szóstki, b) trzy szóstki. 

Rzucamy dwa razy kostką. Za każdą wyrzuconą piątkę dostajemy 10 zł, 
a za każdą wyrzuconą szóstkę — 20 zł. Jeśli obie wyrzucone liczby oczek 


są mniejsze od 5, to przegrywamy т zł. Dla jakiej wartości z gra jest 
sprawiedliwa? 


Rzucamy monetą tak długo, aż otrzymamy cztery orły z rzędu lub pierwszą 
reszkę. Oblicz wartość oczekiwaną liczby wykonanych rzutów. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Sposób na zadanie wW 


Przykład 
Tle jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr równej 8, jeśli wiadomo, że 
w zapisie tych liczb występują tylko cyfry 0, 2, 4, 6? 


Zauważmy, że liczby spełniające warunki zadania możemy podzielić na cztery 
grupy. 
1. Liczby, w których zapisie występuje jedna cyfra 6, jedna cyfra 2 i 98 cyfr 0. 
• Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 6, to pozycję cyfry 2 mo- 
żemy wybrać na 99 sposobów. 
* Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 2, to pozycję cyfry 6 mo- 
żemy wybrać na 99 sposobów. 
Zatem jest 99 + 99 = 198 takich liczb. 


2. Liczby, w których zapisie występują dwie cyfry 4 i 98 cyfr 0. 
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje się cyfra 4. Pozycję drugiej 
cyfry 4 możemy wybrać na 99 sposobów. 
Zatem jest 99 takich liczb. 


3. Liczby, w których zapisie występują jedna cyfra 4, dwie cyfry 2 i 97 cyfr 0. 

• Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 4, to pozycje dla dwóch 
cyfr 2 możemy wybrać na: 

(2 


оз 


= 4851 
sposobów. 
e Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 2, to pozycję drugiej cyfry 
2 i pozycję cyfry 4 możemy wybrać па 99 · 98 = 9702 sposobów. 
Zatem jest 4851 + 9702 = 14553 takich liczb. 
4. Liczby, w których zapisie występują cztery cyfry 2 i 96 cyfr 0. 
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje się cyfra 2. Pozycje dla trzech 
pozostałych cyfr 2 możemy wybrać na: 


= p = ЖЫШ — 156840 


sposobów. 
Zatem jest 156849 takich liczb. 


Korzystamy z reguły dodawania i stwierdzamy, że wszystkich liczb spełniają- 
cych warunki zadania jest: 
198 + 99 + 14553 + 156849 = 171699 


Odpowiedź: Liczb stucyfrowych spełniających warunki zadania jest 171 699. 


Sposób na zadanie 


@ Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


LE 


Liczb pięciocyfrowych, w których zapisie pierwsza i ostatnia cyfra są takie 
same, jest: 
A. 105, B. 101, C. 9-10, D. 92.10. 


Z cyfr 1, 2, 3 i 4 utworzono takie czterocyfrowe kody, że suma pierwszych 
dwóch cyfr jest parzysta, a suma ostatnich dwóch jest nieparzysta (cyfry 
mogą się powtarzać). Takich kodów jest: 

А.2\, B. 25, С. 3%, D. 4°. 


Rzucamy dwukrotnie kostką. Zdarzenie A polega na tym, że iloczyn liczb 
wyrzuconych oczek jest liczbą parzystą. Wtedy: 
A.P(A)=1, В. Р(А)=1, С.Р(А)=1, D.P(A)=1. 


Rzucamy trzykrotnie monetą. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu niepa- 
rzystej liczby orłów, a zdarzenie B - na wyrzuceniu większej liczby orłów 
niż reszek. Wtedy: 


A. P(A) > P(B), С. P(A) < P(A’), 
B. P(A) < P(B), D. P(B) > P(B’). 
Niech А,В c Q. Jeśli P(A) = 2, P(B) = 3 oraz A C B, to: 


A. P(AUB) = 


Я С. P(ANB) 
В. P(AU B) =? 


D. Р(Ап В) =0. 


W urnie jest pięć kul о numerach 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy bez zwracania trzy 
kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejności losowania tworzą 
liczbę trzycyfrową. Prawdopodobieństwo tego, że jest to liczba podzielna 
przez n, jest równe š dla п równego: 

A. 2, B. 6. C. 9, D. 25. 


Z szuflady zawierającej 5 par rękawiczek wyjmujemy losowo dwie ręka- 


wiczki. Prawdopodobieństwo tego, że obie rękawiczki są na lewą rękę, jest 
równe: 

2 2 1 1 
A. 2, B. 2, GA D. 1. 


Prawdopodobieństwo otrzymania co najmniej trzech reszek przy dwuna- 
stokrotnym rzucie monetą jest równe: 


4017 4035 41067 1083 
А. 306 В. Шо: С. шов: D. 06 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Przed obowiązkową maturą z matematyki wW 


E Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 


n tworzymy liczby trzycyfrowe, w których zapisie cyfry się 
nie powtarzają. Wyznacz n, jeśli wiadomo, że wszystkich takich liczb jest 100. 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie występują tylko cyfry 
0, 5, 7, 9. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

W urnie jest pięć kul o numerach 1, 2, 3, 4 1 5. Losujemy kolejno cztery kule 
i zwracamy za łym razem wylosowaną kulę do urny. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że wszystkie wylosowane kule mają numery nieparzyste. 


Zadanie 4 (2 pkt) 

Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że dokładnie 
w jednym z rzutów wypadną 3 lub 4 oczka. 

Zadanie 5 (3 pkt) 

Rzucamy sześć razy monetą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że co najwyżć 
cztery razy wypadnie reszka. 


W Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Oblicz, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb naturalnych, w których zapi- 
tępuje cyfra 6. 


sie dokładnie dwa razy wys 


Zadanie 7 (4 pkt) 

W urnie jest pięć kul o numerach 1. 2, 3, 4 i 5. Losujemy bez zwracania 
trzy kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejności losowania two- 
rzą liczbę trzycyfrową. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że jest to liczba po- 
dzielna przez 2. 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Spośród liczb sz 


ocyfrowych losujemy jedną. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że jest to liczba podzielna przez 4 lub przez 5. 

Zadanie 9 (4 pkt) 

Na loterii jest 200 losów, z tego 2 wygrywające po 450 zł i 4 wygrywające po 
250 zł. Kupujemy jeden los za 10 zł. Oblicz wartość oczekiwaną wygranej na 
tej loterii. Uwzględnij cenę zakupu losu. 


Przed maturą 


Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Пе jest permutacji cyfr liczby 324516 prowadzących do otrzymania liczby 
większej od wyjściowej liczby? 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Niech A,B С О oraz P(A) = 0,6, P(B') = 0,3, P(AU В) = 0,9. Oblicz 
P(A|B). 


Zadanie 3 (4 pkt) 

Na egzaminie należy wylosować 3 pytania z 10. Student potrafi odpowiedzieć 
na 7 pytań. Zda egzamin, jeśli odpowie na co najmniej 2 pytania. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że student zda egzamin, jeśli potrafi odpowiedzieć 
na pierwsze z wylosowanych pytań. 


[°] Zadanie 4 (4 pkt) 


Spośród liczb 1,2,...,10 wybrano kolejno cztery bez zwracania i ustawiono je 
w ciąg. Uzasadnij, że prawdopodobieństwo tego, że jest to ciąg monotoniczny, 
równa się 75. 


Zadanie 5 (4 pkt) 

Łucznik trafia w tarczę z prawdopodobieństwem równym p. Prawdopodobień- 
stwo tego, że strzała, która trafiła w tarczę, trafiła w dziesiątkę, jest równe 
1 — 2р. Oblicz p, jeśli prawdopodobieństwo tego, że łucznik trafi w dziesiątkę, 
gdy strzela raz, jest równe 0.36. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania przynajmniej raz dwóch szóstek 
w 24 rzutach dwiema kostkami. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Spośród liczb sześciocyfrowych losujemy jedną. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że wylosowana liczba ma tyle samo cyfr parzystych co nieparzystych. 


Zadanie 8 (4 pkt) 

Mamy pięć klasycznych kostek do gry oraz jedną nietypową, 
której siatkę przedstawiono na rysunku obok. Wykonano 
dwa rzuty losowo wybraną kostką i otrzymano dwie czwórki. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że rzucano kostką niety- 
pową. 

Zadanie 9 (6 pkt) 

Oblicz, ile jest wszystkich nieparzystych liczb stucyfrowych 
o sumie cyfr równej 5. 


1. Rachunek prawdopodobieństwa 


ү w Gizie zbudowano na przełomie XXVI i XXV w. p.n.e. Najwięk- 
piramida Cheopsa (po lewej na zdjęciu) — miała około 146 m 
był kwadrat о boku 230 m. 4 


podsta 


piramidy, Ко! 
jest polem podstaw; 
Cheopsa wynosiła około 2600000 m. Obecnie је 


ystamy ze wzoru na objętość ostrosłupa V 
strosłupa, a H - j 


2.1. Proste i płaszczyzny w przestrzeni 


E Wzajemne położenie dwóch płaszczyzn 


= Z 


Płaszczyzny równoległe — nie mają punk- my przecinające się — ich 
tów wspólnych lub się pokrywają. ścią wspólną jest prosta. 


Dy 


Przykład 1 
W sześcianie (rysunek obok) płaszczyzna za- 
wierająca podstawę ABCD jest równoległa do 
płaszczyzny zawierającej podstawę A, ВСР). 


Ćwiczenie 1 


ej) zawartą w plas: nie równoległej 
do płaszczyzny zawierającej ścianę: a) ADDA, b) DCC,D,. 


Zauważmy, że aby opisać plas: 
punkty należące do niej, gdy: 
prostej przechodzi dokładnie jedna płas 


nę, wystarczy podać trzy niewspółliniowe 
у punkty nieleżące na jednej 


Ćwiczenie 2 
Do płaszczyzn Ру, P2, Рз. P, należą wymienione wierzchołki sześcianu (rysu- 
nek poniżej). 

Pi: A. D.D, Pa: A, B, D 

Ps: B, By, O, Pe B, By, A+ 


Które z tych płaszczyzn przecinają się wzdłuż 
prostej l, a które — wzdłuż prostej К? 


Ćwiczenie 3 

Ściany sześcianu są zawarte w sześciu różnych płaszczyznach. Wskaż dowolne 
trzy wierzchołki sześcianu (rysunek powyżej) należące do płaszczyzny przeci- 
nającej teszed płaszczyzn: 


Uwaga. Dla figur na płaszczyźnie w przestrzeni prawdziwe są wszystkie twierdzenia 
przyjęte w planimetrii. 


2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


HE Wzajemne położenie dwóch prostych 


== 


Proste równoległe leżą Proste przecinające się Proste skośne nie leżą 
w jednej płaszczyźnie i nie leżą w jednej płaszczyź- w jednej płaszczyźnie, 
mają punktów wspólnych nie i mają jeden punkt zatem nie mają punktów 
lub się pokrywają. wspólny. wspólnych. 


Przykład 2 
Na rysunku obok przedstawiono ostrosłup, którego pod- 
stawą jest kwadrat. 


• Proste zawierające krawędzie AB i DC są równoległe. 
• Proste zawierające krawędzie AS i BC są skośne. 
Ćwiczenie 4 


Które krawędzie ostrosłupa (rysunek powyżej) zawierają się w prostych skoś- 
nych do prostej zawierającej krawędź AB? 


Mówimy, że prosta l, skośna do prostej k, jest do RWE 
prostej k prostopadła, gdy istnieje prosta l, równo- EJ 
legła do prostej I i przecinająca prostą k pod kątem > 
prostym. 

Zauważmy, że każda prosta równoległa do prostej l, A 


jest prostopadła do prostej k. 


Uwaga. Proste prostopadłe są skośne lub się przecinają (gdy leżą w jednej 


płaszczyźnie). 


Ćwiczenie 5 

Prosta | zawiera krawędź АА, sześcianu (rysunek 
obok). Wskaż proste zawierające pozostałe krawę- 
dzie tego sześcianu, które są: 

a) równoległe do prostej l, 

b) prostopadłe do prostej l. 


Ćwiczenie 6 
W sześcianie (rysunek powyżej) wskaż pary wierzchołków, które wyznaczają 
proste skośne nieprostopadłe do prostej l. 


2.1. Proste i płaszczyzny w przestrzeni 


HE Wzajemne położenie prostej i płaszczyzny 


Prostą | nazywamy równoległą do płaszczyzny P, Jeśli prosta | ma z płaszczy- 
jeśli nie ma ona punktów wspólnych z tą płasz- zną P dokładnie jeden punkt 
czyzną lub jest w niej zawarta. wspólny, to mówimy, że pro- 
I sta I przecina płaszczyznę P. 
J 
i 
P P / 
T 


Mówimy. że prosta 1 jest prostopadła do 
płaszczyzny Р. jeśli jest ona prostopadła do 
każdej prostej zawartej w płasz nie P. 


Przykład 3 

W sześcianie (rysunek obok) prosta k za- 
wierająca krawędź AA; jest prostopadła do 
płaszczyzny zawierającej podstawę ABCD. 


Twierdzenie o prostej prostopadłej do płaszczyzny 


Jeśli prosta l jest prostopadła do dwóch nierówno- 
ległych prostych zawartych w płaszczyźnie P, to 
jest ona prostopadła do płaszczyzny P. 


Dowód - patrz zadanie 6 na stronie 90. 


Przykład 4 

Podstawą ostrosłupa (rysunek obok) jest kwadrat 
ABCD. Jeśli odcinek SO jest prostopadły do prze- 
kątnych podstawy ostrosłupa, to jest on prostopa- 
dły do płaszczyzny zawierającej tę podstawę. Zatem 
np. dla dowolnego punktu P należącego do krawędzi А4 
podstawy ostrosłupa trójkąt SOP jest prostokątny. д =— z P 


5 


C 


Ćwiczenie 7 

Dany jest sześcian o podstawach ABCD i A, ВСР, (jak na rysunku w przy- 
kładzie 3.). Odcinek CD; jest przekątną ściany bocznej tego sześcianu. Wskaż 
krawędzie podstaw zawarte w prostych prostopadłych do prostej C D,. Czy 
prosta CD, jest prostopadła do płaszczyzn zawierających te podstawy? 


2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


[р] з. Dla prostych k, L, m leżących w tej samej płaszczyźnie zachodzi własnoś 


Dla dowolnego punktu 5 możemy poprowadzić prostą I przechodzącą przez 
ten punkt i prostopadłą do płaszczyzny P. Punkt przecięcia prostej l z płasz- 
czyzną P nazywamy rzutem prostokątnym punktu 5 na płaszczyznę P. 

Rzutem prostokątnym figury na płaszczyznę jest figura składająca się z rzutów 
prostokątnych wszystkich punktów rzutowanej figury. 


Na rysunku obok punkt $' jest rzutem prostokąt- 
nym punktu 5 na płaszczyznę P, a prosta А jest 
rzutem prostokątnym prostej k na tę płaszczyznę. 


Ćwiczenie 8 
Odcinek R,S, jest rzutem prostokątnym odcinka RS na płaszczyznę P. Czy 
odcinek R,S, może być dłuższy od odcinka RS? Sformułuj i udowodnij od- 
powiednie twierdzenie. 


Kiedy stosujemy twierdzenia planimet: 
wane punkty leżą w jednej płaszczyźnie. Pamiętajmy, że płaszczyznę wyzna- 
czają jednoznacznie: 

* trzy punkty nieleżące na jednej prostej, 

• dwie przecinające się proste, 

• prosta i punkt nieleżący na tej prostej, 

* dwie różne proste równoległe. 


musimy mieć pewność, że rozpatry- 


Zadania 


1. Dwa sześciany mają wspólną ścia- 
nę BCC,B, (rysunek obok). Wskaż 
pary wierzchołków tych sześcianów 
wyznaczające proste równoległe oraz 


pary wierzchołków wyznaczające pro- 
ste prostopadłe do prostej: 
a) ЕР, b) AC. 
Dı 
2. Rzutem prostokątnym odcinka D, В na ścianę EGZ Gi 


ABCD sześcianu jest odcinek DB (rysunek A, 
obok). Wskaż odcinek będący rzutem prosto- 


kątnym odcinka D, B na ne: 
a) А,В,С,р,, с) BCC,By, c 
b) АРр,А,, d) АВВ,А,. А 


jeśli k LIiI 1 m, tok || m. Uzasadnij, że analogiczna własność nie 
zachodzi dla prostych w przestrzeni. 


2.1. Proste i płaszczyzny w przestrzeni 


4. 


Dany jest sześcian o krawędzi długości 2 (ry- 
sunek obok). Wskaż przykładowy odcinek, któ- 
rego końce należą do krawędzi sześcianu, a dłu- 
gości jego rzutów prostokątnych na ściany sze- 
ścianu przyjmują wartości: 


a) V5 i 2v2, b)2i2V2, е) vživ5. a 


Trójkąt А,В,С, jest rzutem prostokątnym trójkąta ABC na płaszczy- 
znę P. Ustal, czy: 

a) obwód trójkąta A, В,С; może być większy od obwodu trójkąta ABC, 
b) pole trójkąta A,B,C, może być większe od pola trójkąta ABC, 

с) miara kąta А, В,С, może być większa od miary kąta ABC. 


A 


. Przeczytaj dowód twierdzenia o prostej prostopadłej do płaszczyzny i po- 


daj brakujące uzasadnienia. 


| Rozpatrzmy prostą l prostopadłą do dwóch nierównoległych prostych 
k, i ką zawartych w płaszczyźnie P. Niech A będzie punktem wspólnym 


N ki 
x 
КУ 


Niech m będzie dowolną prostą przechodzącą przez punkt A i zawartą 
w płaszczyźnie P. Na prostej 1! wybieramy punkty В i С takie, że 
|AB| = |AC|. Na płaszczyźnie P prowadzimy prostą n przecinającą 
proste kı, m i ką odpowiednio w punktach D. E i F. 

Wówczas |BD| = |[CD| oraz |BF| = |CF| (uzasadnij). 

Zatem ABDF = ACDF (uzasadnij), skąd otrzymujemy |CE| = |BE| 
(uzasadnij). Oznacza to, że 4 BAE = 4CAE = 90° (uzasadnij). Zatem 
prosta l jest prostopadła do prostej m. a skoro prosta m była dowolnie 
wybraną prostą zawartą w P, to l LP. 


ашыш 00 2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


2.2. Graniastosłupy 


Graniastosłup to wielościan. którego dwie ściany, zwane podstawami, są przy- 
stającymi wielokątami zawartymi w płaszczyznach równoległych, a pozostałe 
ściany, zwane ścianami bocznymi, są równoległobokami o wierzchołkach nale- 


żących do podstaw. 
1 
SE 


Jeśli krawędzie boczne graniastosłupa są prostopadłe do podstaw, to gra- 
niastosłup nazywamy prostym, w przeciwnym razie graniastosłup nazywamy 
pochyłym. Ściany boczne dowolnego graniastosłupa prostego są prostokątami. 


Dowolny odcinek, który łączy płaszczyzny zawierające podstawy graniasto- 
słupa i jest do nich prostopadły, nazywamy wysokością graniastosłupa. 


Powierzchnię boczną graniastosłupa stanowią wszystkie jego ściany boczne. 


Pola porie гас hni całkowitej graniastosłupa. jest równe P. =2P, + P, 
sumie pól jego podstaw i pola powierzchni bocznej. 


Ćwiczenie 1 
Oblicz pole powierzchni całkowitej graniastosłupa prostego, którego wysokość 
jest równa 30 cm, a podstawą jest trójkąt o bokach 6 cm, 8 em i 10 cm. 


W zależności od tego, jakim wielokątem jest krawędź podstawy podstawa 
podstawa graniastosłupa, mówimy o grania- 
stosłupie trójkątnym, czworokątnym, pięcio- wierzchołek 
kątnym itd. Graniastosłup pięciokątny przed- 
stawiony na rysunku obok ma 7 ścian (2 pod- krawędź 
š "m = „ boczna 
stawy i 5 ścian bocznych), 15 krawędzi 
(10 krawędzi podstawy i 5 krawędzi bocz- 


ściana 
nych) oraz 10 wierzchołków. boczna 
Ćwiczenie 2 
Podaj liczbę ścian, krawędzi i wierzchołków graniastosłupa: 
a) trójkątnego. b) czworokątnego, с) sześciokątnego. 


Ćwiczenie 3 
Czy istnieje graniastosłup, którego liczba krawędzi jest równa: a) 21 b) 25? 


2.2. Graniastosłupy 91 maz 


[р] Ćwiczenie 7 


Graniastosłup prosty, którego podstawą jest prosto- 
kąt, nazywamy prostopadłościanem. 
Uwaga. Za podstawę prostopadłościanu możemy przyjąć 
jego dowolną ścianę. 
Pole powierzchni całkowitej prostopadłościanu o kra- 
wędziach a, b, c opisuje wzór: 

Р, = Żab + 2ac + 2bc 


Ćwiczenie 4 
Długości krawędzi podstawy prostopadłościanu są równe 4 cm i 6 cm. Oblicz 
wysokość tego prostopadłościanu, jeśli wiadomo, że jego: 

a) pole powierzchni całkowitej wynosi 100 cm?, 

b) pole powierzchni bocznej stanowi 60% pola powierzchni całkowitej. 


Prostopadłościan o wszystkich krawędziach równych nazywamy sześcianem. 
Pole powierzchni całkowitej sześcianu o krawędzi a jest równe Ga”. 


Ćwiczenie 5 
Do wykonania modelu sześcianu zuż 
tonu, z czego 20% stanowiły zakład! 


to 1620 сш? kar- 
Oblicz długość 


Ćwiczenie 6 
Suma oczek znajdujących się na przeciwległych ścianach sześciennej kostki do 
gry jest równa 7. Czy przedstawiona siatka może być siatką tej kostki? 

b) c) d) 


Graniastosłup prosty, którego podstawą jest wie- 
lokąt foremny, nazywamy prawidłowym. 


15 ет 


Wymiary dwóch graniastosłupów prawidłowych, trój- 
kątnego i sześciokątnego, podano na rysunku obok. 
Uzasadnij, że pole powierzchni całkowitej jednego 
z tych graniastosłupów jest o 50% większe od pola 
powierzchni całkowitej drugiego. 


10 cm 


2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


Zadania 


1. Oblicz pole powierzchni całkowitej graniastosłupa prostego o wysokości 
8 cm, którego podstawą jest: 
a) romb o kącie ostrym 30° i boku długości 12 cm, 
b) trójkąt równoramienny o kącie 120° i ramionach długości 6 cm. 

2. Podstawą graniastosłupa prostego jest trapez równora- 
mienny o bokach długości 12 cm, 5 cm, 6 cm i 5 cm. 
Oblicz wysokość tego graniastosłupa, jeśli wiadomo, 
a) jego pole powierzchni bocznej jest równe 560 cm?, 


b) jego pole powierzchni całkowitej jest równe 492 сш. 


3. Podstawą graniastosłupa prostego jest trójkąt prostokątny o obwodzie 
24 cm. Wysokość graniastosłupa jest równa przeciwprostokątnej podstawy, 


a pole największej ściany bocznej jest równe 100 em. Oblicz pole po- 
wierzchni całkowitej tego wielościanu. 


4. Na rysunku poniżej przedstawiono fragment siatki graniastosłupa pro- 
stego. Narysuj całą siatkę tego graniastosłupa i oblicz jego pole powierzch- 
ni całkowitej. 


b e 
; m 
š 
8 12 1 
5. Narysuj siatkę graniastosłupa prawidłowego n-kątnego, którego wszystkie 


krawędzie mają długość 2 cm, i oblicz jego pole powierzchni całkowitej. 
a) n=3 b) n=4 с) n=6 


6. Istnieje 11 różnych siatek, z których można złożyć model sześcianu. Poniz 
przedstawiono 9 z nich. Narysuj dwie brakujące siatki sześcianu. 


T + f 


2.2. Graniastosłupy 93 Tawa 


—Ñ 


2.3. Odcinki w graniastostupach 


Przyklad 1 

Przekatna šciany bocznej graniastoslupa prawidlowego 
czworokatnego ma dlugošé 10 cm i tworzy z krawedzia 
podstawy kąt a taki, że cosa = $ (rysunek obok). Ob- 
licz pole powierzchni bocznej tego graniastosłupa. 


6 [em]. 


Zauważmy, że cosa = $, więc a = 10.2 
b = VIO — 62 = V64 = 8 [em] 


Obliezamy pole powierzchni bocznej: P, = 4ab = 4 6 - 8 = 192 [em]. 


Ćwiczenie 1 

Przekątna ściany bocznej graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma dłu- 
gość 25 cm i tworzy z krawędzią boczną kąt a taki, że sina = 0,28. Oblicz 
pole powierzchni całkowitej tego graniastosłupa. 


Ćwiczenie 2 
Przekątna ściany bocznej graniastosłupa prawidłowego trójkąt- 
nego tworzy z krawędzią podstawy kąt a taki, że cosa = 1 (rysu- 
nek obok). Oblic 
jeśli wiadomo, że: 


a) a=6 cm, b) b= 6 cm. A 
a 


pole powierzchni całkowitej tego graniastosłupa, 


Dı 


Ćwiczenie 3 

Przekątne AD, i CD, ścian bocznych graniastosłupa 4, 
prawidłowego czworokątnego (rysunek obok) mają dłu- 
gości równe 8 cm. Tworzą one z przekątną podstawy 

kąt a taki, że cosa = 1. Oblicz pole powierzchni bocz- 

nej tego graniastosłupa. A 


Przekątną graniastosłupa nazywamy taki od- 
cinek łączący dwa jego wierzchołki, który nie 
jest zawarty w żadnej ścianie graniastosłupa. 


A 


Prostopadłościan ma cztery przekątne. 
Na rysunku obok są to odcinki: 
ВР). АС\, CA, i DB, 


A 


Zwróć uwagę na to, że przekątna ściany bocznej graniastosłupa nie jest prze- 
kątną graniastosłupa oraz że graniastosłup trójkątny nie ma przekątnych. 


2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


[р] Ćwiczenie 4 


= 
a) Uzasadnij twierdzenie podane obok. Przekątna prostopadłościanu 


o krawędziach a, b, c ma dłu- 
gość równą: 


va? + b* + c? 


b) Uzasadnij, że przekątna sześcianu 
o krawędzi a ma długość równą ауЗ. 


Ćwiczenie 5 
Oblicz długości przekątnych wszystkich ścian oraz długość przekątnej prosto- 
padłościanu o krawędziach: 

a) 5,9, 12, b) 6. 8, 15. 


Ćwiczenie 6 

W sześcianie z tego samego wierzchołka poprowa- 
dzono jego przekątną i przekątną podstawy (rysunek 
obok). Tworzą one kąt a. Oblicz cosinus tego kąta 
oraz jego przybliżoną miarę z dokładnością do 1°. 


Zadania 


1. Oblicz pole powierzchni całkowitej graniastosłupa prawidłowego czworo- 
kątnego, którego krawędź podstawy ma długość 5 cm, a przekątna jego 


ściany bocznej tworzy: 


a) z krawędzią podstawy kąt 30°, 
b) z krawędzią boczną kąt 307, 
с) z przekątną graniastosłupa kąt 307. 
[р] 2. Kąt między przekątnymi sąsiednich ścian bocz- 
nych graniastosłupa prawidłowego czworokątnego 


jest równy 60° (rysunek obok). Wykaż, że grania- 
stosłup ten jest sześcianem. 1 К 


e 


Oblicz długość przekątnej graniastosłupa prawidłowego czworokatnego, 
którego krawędź podstawy ma długość 4 cm, a przekątna ta tworzy: 

a) z przekątną podstawy kąt 45°, 

b) z jedną z krawędzi bocznych kąt 30°, 

с) z przekątną jednej ze ścian bocznych kąt 30°. 

4. Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 4v6, 


a jego wysokość jest równa 8. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego 
graniastosłupa. 


2.3. Odcinki w graniastosłupach 


10. 


145 


14. 


Dany jest graniastosłup prawidłowy sześcio- 
kątny, którego wszystkie krawędzie mają dłu- 
gość 4 cm. Oblicz długości przekątnych tego 
graniastosłupa (rysunek obok). 


Dłuższa przekątna graniastosłupa prawidło- 
wego sześciokątnego ma długość 10 cm, a jego 


wysokość jest równa 5 cm. Oblicz pole po- 
wierzchni całkowitej tego graniastosłupa. 


Różnica długości przekątnych graniastosłupa prawidłowego sześciokątne- 
go, którego wszystkie krawędzie są równe, wynosi 2 cm. Oblicz długość 
krawędzi tego graniastosłupa. 


Oblicz pole powierzchni całkowitej prostopadłościanu, którego przekątne 
ścian mają długości 10 cm, 17 cm, 3y29 cm. 


Przekątna AC prostopadłościanu (rysunek 
obok) tworzy z krawędziami wychodzącymi Аз 
z wierzchołka С kąty a, 8 i y. Wykaż, że: 
a) sin? a + sin” 8 + sin” q = 2, 
b) cos? a + cos? 8 + cos? y = 1. 


Pole powierzchni całkowitej graniastosłupa prawidłowego czworokątnego 
jest trzy razy większe od jego pola powierzchni bocznej. Oblicz cosinus 
kąta zawartego między przekątną tego graniastosłupa a jego krawędzią 
boczną. 


Wyznacz pole powierzchni bocznej graniastosłupa prawidłowego sześcio- 
kątnego, którego krawędź podstawy ma długość a, a dłuższa przekątna jest 
trzy razy dłuższa od krótszej przekątnej podstawy. 


. Podstawą graniastosłupa prostego jest romb o kącie ostrym a. Wszystkie 


krawędzie tego graniastosłupa mają długo: 


a. Uzasadnij, że jego krótsza 


przekątna ma długość równą a+/1 + 4sin*$. 


. Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość d i two- 


rzy z krawędzią podstawy kąt a. Uzasadnij, że pole powierzchni bocznej 
tego graniastosłupa jest równe 4d? cosa V sin? a — cos? a. 


Liczba przekątnych graniastosłupa prawidłowego n-kątnego jest o 24 więk- 
sza od liczby przekątnych jego wszystkich ścian bocznych. Oblicz n. 


2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


2.4. Objętość graniastosłupa 


8 
Objętość prostopadłościanu o wymiarach a, b, с ñ 
wyraża się za pomocą wzoru: V = abc. ° 
< 
2 
Рггукіаа 1 a=5em W” 


Przedstawiony na rysunku powyżej prostopadłościan ma objętość równą 
5 cm- 4 cm- 3 em = 60 cm?. Zauważ, że można go podzielić na 60 sześcianów 
o objętości 1 ст? każdy. 


Ćwiczenie 1 
Dane są prostopadłościany P, i P o wymiarach: 

P,: 15cmx2dmx10cm, Py: 0,12 mx 1,2 dm x 22 cm 
Który z nich ma większą objętość? 


Ćwiczenie 2 

Pole powierzchni całkowitej sz 
nu jest równe 1,5 dm?. Oblicz obję- 
tość tego sześcianu. 


Objętość sześcianu o krawędzi a wy- 
raża się za pomocą wzoru: V = а?. 


Ćwiczenie 3 

Na rysunkach przedstawiono graniastosłupy 
ułożone z sześciennych kostek o objętości 
1 cm? każda. Oblicz objętości tych grania- 
stosłupów. 


Objętość dowolnego graniastosłupa wyraża się za pomocą wzoru: 
V=P,:-H 
gdzie P, jest polem podstawy graniastosłupa, а H ~ jego wysokością. 


Przykład 2 
Oblicz objętość graniastosłupa prawidłowego trójkątnego 
о krawędzi podstawy 6 cm i wysokości 4 cm. 


Obliczamy pole podstawy: 


P, = ËZ = 9V3 [em] 


4 cm 


Zatem objętość: 
V = P,- H =9V3-4=36V3 |em*] 


2.4. Objętość graniastosłupa 


Ćwiczenie 4 
Wyznacz wzór na objętość graniastosłupa prawidłowego: 

a) trójkątnego, b) sześciokątnego, 

którego wszystkie krawędzie są równe i mają długość a. 

Ćwiczenie 5 

a) Oblicz objętość graniastosłupa prawidłowego sześciokątnego o krawı 
podstawy 4 cm, którego pole powierzchni bocznej jest równe 180 cm?. 

b) Pole powierzchni bocznej graniastosłupa prawidłowego 
trójkątnego jest równe sumie pól jego podstaw. Wiedząc, 
że krawędź podstawy ma długość 5 cm, oblicz objętość 
tego graniastosłupa. 


Ćwiczenie 6 

Oblicz kubaturę (objętość) budynku przedstawio- 
nego obok na schematycznym rysunku. Wymiary 
tego budynku podano w metrach. 


Zadania 


1. a) Wysokość graniastosłupa prostego jest równa 7 cm, a jego podstawą 
jest trapez o bokach długości 4 cm, 4 cm, 4 cm i 8 cm. Oblicz objętość 
tego graniastosłupa. 

b) Podstawy trapezu prostokątnego mają długości a i 2a, a jego kąt ostry 
jest równy a. Wyznacz objętość graniastosłupa prostego o wysokości 3a, 
którego podstawą jest ten trapez. 


2. a) Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 
9 cm, a pole jego podstawy jest równe 16 cm?. Oblicz objętość tego gra- 
niastosłupa. 

b) Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość d 
i tworzy z krawędzią podstawy kąt a. Wyznacz objętość tego graniasto- 
słupa. Jakie wartości może przyjmować a? 


3. Do dwóch akwariów (rysunki A i С) wrzucono kolejno ten sam kamień (ry- 
sunki B i D). Za każdym razem kamień był całkowicie zanurzony w wodzie. 
Oblicz z. 


C. D. 


Теп 


I 
LJ Li 


< 
20ст © 


2. Graniastosłupy i ostrosiupy 


D = so 
20cm <" 20cm AŠ 


wem 


4. Prostopadłościenny drewniany klocek o wymiarach 10 ст 10 ст 10 cm 
18 cm x 30 cm x 50 cm przecięto na cztery części 
mające kształty graniastosłupów tak, jak 
przedstawiono na rysunku obok. Oblicz 
objętość każdej z otrzymanych części. 


6 cm 


6 cm 


6 cm 


5. Schody składają się z 15 jedna- 
25 cm kowych betonowych stopni o wy- 
miarach podanych na rysunku 
& obok. Oblicz objętość betonu zu- 
12» żytego na ich wykonanie. 


6. Podstawą graniastosłupa prostego jest trójkąt, którego dwa boki mają 
długości 3a i a a miara kąta między nimi wynosi 30°. Wyznacz objętość 
tego graniastosłupa, jeśli wiadomo, że jego pole powierzchni całkowitej jest 
dwa razy większe niż pole powierzchni bocznej. 


N 


Krawędź podstawy graniastosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość b, 
a przekątne jego sąsiednich ścian bocznych poprowadzone z jednego wierz- 
chołka tworzą kąt 45°. Wyznacz objętość tego graniastosłupa. 


p 


Podstawą graniastosłupa prostego jest romb o kącie ostrym a. Przekątna 
ściany bocznej ma długość d i tworzy z krawędzią podstawy kąt 3. Wy- 
znacz objętość tego graniastosłupa. 


9. Na którym z poniższych rysunków przedstawiono siatkę graniastosłupa? 
Oblicz objętość tego graniastosłupa. 
A. B. 


10. Objętość graniastosłupa prostego. którego podstawą jest romb o kącie 
ostrym 30°, jest równa 27 cm”, a jego pole powierzchni bocznej jest równe 


36 стг. Narysuj siatkę tego graniastosłupa. 


2.4. Objętość graniastosłupa 


Graniastosłupy pochyłe 


Ściany boczne ABFE i DCGH graniasto- 
słupa pochyłego przedstawionego na rysunku 
obok są rombami o boku a i kącie ostrym a. 
Podstawy oraz pozostałe ściany boczne tego 
graniastosłupa są kwadratami. Odcinek EP 
jest jego wysokością. 


|EP| = asina, zatem objętość tego graniastosłupa: 

V=P,-h= 
Zauważ, że objętość tego graniastosłupa możemy również wyznaczyć, przyj- 
mując, że jego podstawami są romby ABFE i DOGH. Wówczas otrzymujemy: 


2. asina = аз sina 


У = Ру. =a?2sina-a = añ sina 


Innym przykladem graniastoslupa pochylego 
jest romboedr, czyli graniastosłup, którego 
wszystkie ściany są przystającymi rombami. 
Na rysunku obok przedstawiono romboedr, 
którego wysokością jest odcinek EP. 


że wysokość ściany bocznej nie jest 
romboedru. 


*1. a) Oblicz wysokość romboedru, którego każda ściana jest rombem o boku 4 
i kącie ostrym 60°. 

[р] b) Wyznacz wysokość romboedru, którego każda ściana jest rombem o bo- 

ku a i kącie ostrym a. Uzasadnij, że objętość tego romboedru dana jest 


wzorem: 
V = aš(1 — сова) УТ сова 
3 em 
2. Na rysunku obok przedstawiono siatkę “57 


romboedru, którego ścianami są romby 


o boku długości 3 cm i kącie ostrym 45°. <A 
a) Oblicz pole powierzchni całkowitej te- ГР УД 
go romboedru. 


b) Korzystając ze wzoru podanego w za- 
daniu 1, oblicz objętość tego romboedru 
z dokładnością do 0,01 cm. 


mm 100 2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


2.5. Ostrosłupy 


Ostrosłup to wielościan, którego jedna 
ściana, zwana podstawą, jest dowolnym 
wielokątem, a pozostałe ściany, nazy- 
wane ścianami bocznymi, są trójkąta- 
mi o wspólnym wierzchołku, zwanym 
wierzchołkiem ostrosłupa. 


Wysokością ostrosłupa nazywamy odci- 
nek, którego jednym końcem jest wierz- 
chołek ostrosłupa, a drugim — rzut 
prostokątny wierzchołka na płaszczyznę 
podstawy, zwany spodkiem wysokości. 


Definicja 


ściana 


wierzchołek boczna 


wysokość 


krawędź 
boczna 


spodek 
wysokości 


krawi 


podstawa podstawy 


Ostrosłup nazywamy trójkątnym, czwo- 
rokątnym, pięciokątnym itd. — w zależ 
ności od tego, jakim wielokątem jest 
jego podstawa. Na rysunku przedsta- 
wiono ostrosłup czworokątny. 


Ostrosłup nazywamy prostym, jeśli wszystkie jego krawędzie boczne mają 


tę samą długość. 


Jeśli podstawą ostrosłupa prostego jest wielokąt foremny, to taki ostrosłup 


nazywamy prawidłowym. 


Ćwiczenie 1 


Uzasadnij, że w ostrosłupie prostym spodek wysokości jest środkiem okręgu 


opisanego na podstawie tego ostrosłupa. 


Pole powierzchni całkowitej ostr 


Ćwiczenie 2 
Czy na rysunku przedstawiono siatkę ostrosłupa prostego? Jeśli tak, to oblicz 
jego pole powierzchni całkowitej. 


słupa jest równe su- 
mie pola jego podstawy i pola powierzchni bocznej. 


P, = P, + P, 


2.5. Ostrosłupy 


101 wa 


— 


Ćwiczenie 3 

Oblicz pole powierzchni calkowitej ostroslupa prawidlowego trójkatnego, któ- 
rego ściany boczne sa trójkatami prostokątnymi, a krawędź podstawy ma dlu- 
gość 4 cm. 


Ćwiczenie 4 

Podstawa ostrosłupa prawidłowego trójkątnego ma pole równe 25V3. Oblicz 
wysokość ściany bocznej tego ostrosłupa. jeśli jego pole powierzchni całkowitej 
jest siedmiokrotnie większe od pola podstawy. 


Kątem płaskim przy wierzchołku ostrosłupa prawidłowego nazywamy kąt 
między ramionami trójkąta równoramiennego będącego ścianą boczną tego 
ostrosłupa. 


Ćwiczenie 5 
Oblicz pole powierzchni całkowitej 
którego krawędź podstawy ma dług: 
ma miarę 60°. 


trosłupa prawidłowego czworokątnego, 
6 cm, a kąt płaski przy wierzchołku 


D 


Ostrosłup prawidłowy trójkątny, którego wszystkie 
ściany są trójkątami równobocznymi, nazywamy A с 
czworościanem foremnym. 


Ćwiczenie 6 B 
a) Oblicz pole powierzchni całkowitej czworościanu foremnego, którego kra- 
wędź ma długość 5 cm. 


kich krawędzi czworościanu foremnego, którego 
jest równe 49/3 cm?. 


b) Oblicz sumę długości w 
pole powierzchni całkowitej 


Zadania 


1. Na rysunku obok przedstawiono frag- 
ment siatki ostrosłupa prostego. Obli 
pole powierzchni całkowitej tego ostro- 
słupa. 


2. Podstawą ostrosłupa prostego jest prostokąt o bokach długości 6 cm i 8 cm. 
Dwie spośród jego ścian bocznych są trójkątami równobocznymi. Oblicz 
wysokość tego ostrosłupa (rozpatrz dwa przypadki). 


2. Graniastosłupy i ostrosłupy 


# 


em 


s 


= 


10. 


11 


12. 


Wysokość ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równa 12 cm. Two- 
rzy ona z wysokością ściany bocznej kąt a taki, że sina = 5. Oblicz pole 
powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


Pole podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe 8 cm?, 
a jego ściany boczne są trójkątami równoramiennymi o kącie między ra- 
mionami 30°. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


Wysokość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego tworzy z krawędzią boczną 
tego ostrosłupa kąt a taki, że cosa = 0,8. Krawędź podstawy ma dłu- 


gość 3 em. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


Ściana boczna ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest trójkątem równo- 
ramiennym, w którym ramiona mają długość 2 cm, a kąt między nimi jest 
równy 30°. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


W ostrosłupie prawidłowym trójkątnym suma długości jednej krawędzi 
podstawy i wysokości ściany bocznej jest równa s, a kąt między krawędzią 
boczną a krawędzią podstawy ma miarę a. Wyznacz pole powierzchni 
bocznej tego wielościanu. 


. Wyznacz pole powierzchni bocznej ostrosłupa prawidłowego czworokąt- 


nego, którego wysokość jest równa h, a kąt płaski przy wierzchołku ma 
miarę 20. 


W ostrosłupie prawidłowym sześciokątnym krawędź podstawy ma dłu- 


gość 8, a kąt między wysokościami sąsiednich ścian bocznych ma miarę 30°. 
Oblicz wysokość tego ostrosłupa oraz jego pole powierzchni całkowitej. 


Dany jest ostrosłup prawidłowy sześciokątny, w którym wysokość ściany 
bocznej jest równa 9 cm. Różnica między polem koła opisanego na podsta- 
wie tego ostrosłupa a polem koła wpisanego w tę podstawę wynosi 8л cm?. 
Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


Podstawą ostrosłupa o wierzchołku 5 jest kwadrat ABCD 
o boku a. Krawędź SA jest prostopadła do podstawy oraz 
|SA| = a. Wyznacz długości pozostałych krawędzi tego 
ostrosłupa oraz jego pole powierzchni całkowitej. 


Dany jest ostrosłup trójkątny, w którym krawędź SC д с 
jest prostopadła do podstawy ABC (rysunek obok) 

oraz |AB| = 5, |BC| = 3, |AC| = |SC| = 4. Oblicz 

cosinusy kątów trójkąta ABS. B 


2.5. Ostrosłupy 103 mamma 


Szlify diamentów 


Diamenty po oszlifowaniu często mają 
kształt wielościanu wypukłego. 


Wielościan nazywamy wypukłym, jeśli każdy 
odcinek, którego końce są punktami tego 
wiełościanu, jest cały w nim zawarty. 


Na szkicach poniżej pokazano 
najwcześniejsze szlify diamentów w Europie. 
Pierwsze szlify diamentów polegały na wygładzaniu naturalnych ścianek kryształów. 
Dopiero wynalezienie tarczy szlifierskiej pozwoliło na skośne ścinanie krawędzi 
diamentów i tworzenie tzw. fasetek, czyli symetrycznie rozmieszczonych ścianek. 


С 
szpiczasty kamień gruby kamień cienki kamień м. 
XIV w. XIV w. XIV w. 
pojedyncze dobro szlif Mazarina szlif Peruzziego 
XV w. XVII w. XVIII w. 
Wzór Eulera 
Dla dowolnego wielościanu мурикіедо zachodzi zależność opisana tzw. wzorem Eulera: 
s-k+w=2 


gdzie s oznacza liczbę ścian, К — liczbę krawędzi, w — liczbę wierzchołków. 


El Sprawdź prawdziwość wzoru Eulera dla wiełościanów, których kształt 
mają pierwsze trzy szlify diamentów przedstawione na ilustracji. 


2.6. Objętość ostrosłupa 


Objętość dowolnego ostrosłupa wyraża się za pomocą wzoru: 
V=3P,-H 
gdzie P, jest polem podstawy ostrosłupa, a H — jego wysokością. 


Przykład 1 

Sześcian o krawędzi długości 6 cm przecięto płasz- 
czyzną przechodzącą przez wierzchołki В, D i С, 
(rysunek obok). Oblicz objętości wielościanów otrzy- 
manych w ten sposób. 

Jednym z wielościanów jest ostrosłup, którego pod- 
stawą jest trójkąt BDC o polu: 

> = 4 -6-6 = 18 [cm] 

Wysokość tego ostrosłupa Н = 6 cm, zatem jego 
objętość V = 3 - 18 - 6 = 36 [em]. 


Natomiast objętość drugiego wiel 


B 


nu jest równa 6% — 36 = 180 [cm*]. 
Dy 

Ćwiczenie 1 

Wysokość graniastosłupa prawidłowego czworokąt- 
nego jest równa 6 cm, a przekątna podstawy ma dłu- * 
gość 8 em. Oblicz objętości wielościanów powstałych 
z przecięcia graniastosłupa płaszczyzną BDM (ry- 
sunek obok), jeśli punkt M należy do krawędzi СС, 
i odcinek СМ jest dwa razy dłuższy od odcinka MC. 


Ćwiczenie 2 
Oblicz objętość 
nego o wysoko: 


strosłupa prawidłowego czworokąt- 
równej 9, jeśli cosinus kąta między: 


a) wysokością tego ostrosłupa a wysokością jego ścia- 
ny bocznej jest równy 0,9 (rysunek obok), 
b) wysoko: tego ostrosłupa a jego krawędzią bocz- 


ną jest równy 0.6. 


A B 


Ćwiczenie 3 

Pole podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe P, a wyso- 
kość jego ściany bocznej jest równa h. Wyznacz pole powierzchni całkowitej 
i objętość tego ostrosłupa. 
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Przykład 2 

Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego, którego s 
wysokość jest równa 8 ст, a krawędź boczna — 10 cm. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok oraz dłu- | 
gość krawędzi podstawy oznaczmy przez a. 


Wówczas: 
lap] = 3 М Е 
Spodek wysokości ostrosłupa — punkt O — jest środ- р "9 
kiem okręgu opisanego na podstawie, zatem: 
|до| = :|AD| = av3 Środek okręgu opisanego na trójkącie równo- 


73. bocznym dzieli jego wysokość w stosunku 1:2. 
Rozpatrzmy trójkąt AOS. Na podstawie twierdzenia 


s 
Pitagorasa mamy: 
(EF +8 = 10° © 
$ 
а? р 
— = 100-64 
=36-3 
icz è A 8 O 
Obliczamy pole podstawy ostrosłupa: y 


B= ые YE = 273 [ст] 


4 
Zatem objętość ostrosłupa: V = 3P, - H = 1 -27V3-8 = 72V3 [em]. 


Ćwiczenie 4 
Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego, którego wysokość jest 
równa 12 cm, a wysokość ściany bocznej - 15 cm. 


Ćwiczenie 5 

Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego, którego wysokość jest 
równa 16 cm i tworzy: 

a) z krawędzią boczną kąt a taki, że tga = 0,5, 

b) z wysokością ściany bocznej kąt a taki, że cosa = 0,8. 


Ćwiczenie 6 

W ostrosłupie prawidłowym kąt płaski przy wierzchołku ma miarę a, a kra- 
wędź podstawy ma długość a. Wyznacz objętość takiego ostrosłupa o podsta- 
wie: 

a) kwadratu, b) trójkąta. 
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Wysokość czworościanu foremnego o krawędzi a wyraża się za pomocą 


wzoru: g- 
a jego objętość — za pomocą wzoru: 
v = 42 
"aż 
Dowód 


Na rysunku poniżej przedstawiono czworościan foremny o krawędzi a. 

Niech punkt O będzie spodkiem wysokości czworo- 

ścianu. Rozpatrzmy trójkąt prostokątny AOS. 5 

Zauważmy, że |AO| = Ż|AD| = 52 oraz |AS| = a. 

Zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa: 
mae- (8) е3 


a oraz objętość czworościanu: BRO © 
2 a 
Р-Н = 1.3. 96 а3у/2 


12 B 


Stąd H 


Ćwiczenie 7 

a) Oblicz objętość czworościanu foremnego, którego pole powierz 
witej jest równe 36 /3 cm?. 

b) Oblicz pole powierzchni całkowitej czworościanu foremnego o objętości 
równej 18y2 сш. 


Zadania 


1. Wysokość ostrosłupa prawidłowego jest równa 15 cm, a obwód jego pod- 
jest równy 24 cm. Oblicz objętość tego ostrosłupa, jeżeli jest on: 
a) czworokątny, b) trójkątny, c) sześciokątny. 


2. Na rysunku obok przedstawiono fragment siatki 
ostrosłupa prawidłowego czworokątnego, któ- 
rego pole powierzchni całkowitej jest równe 
36(1+ v3) cm?. Oblicz objętość tego ostrosłupa. > 


3. Ściana boczna ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest trójkątem rów- 
noramiennym, w którym ramiona mają długość 13 cm i tworzą kąt a taki, 
że cos$ = 12, Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


4. Wyznacz objętość ostrosłupa prostego, którego wysokość tworzy z krawę- 
dzią boczną kąt a, a podstawą jest prostokąt o bokach a i 2a. 
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5. Pole ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe S, 
a kąt płaski przy wierzchołku ma miarę 2a. Wyznacz objętość tego ostro- 
słupa. 


6. Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego, którego ściany bocz- 
ne są trójkątami prostokątnymi o przeciwprostokątnej równej 20 cm. 


7. Suma długości krawędzi ostrosłupa prawidłowego trójkątnego wynosi 21, 
a jego wysokość jest równa 13. Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


8. Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego, którego wysokość 
jest dwa razy krótsza od wysokości jego ściany bocznej, a krawędź pod- 
stawy ma długość 6 cm. 


9. Oblicz objętość czworościanu foremnego, którego wysokość: 
a) jest równa 2 cm, 
b) jest o 1 cm krótsza od wysokości jego ściany. 


10. Dany jest czworościan, w którym dwie skośne krawędzie mają długość 
4 cm każda, a pozostałe krawędzie mają po 5 cm. Oblicz objętość tego 
czworościanu. 


11. Pole powierzchni całkowitej ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest sie- 
dem razy większe od pola jego podstawy, a krawędź podstawy ma dłu- 
gość a. Wyznacz objętość tego ostrosłupa. 


12. Wysokość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego tworzy 
z wysokością ściany bocznej kąt a. Krawędź podstawy 
ma długość a. Wyznacz objętość tego ostrosłupa. 


[р] 13. Ostrosłup prawidłowy czworokątny o objętości V А 
przecięto płaszczyzną przechodzącą przez środki 
krawędzi bocznych (rysunek obok). Wykaż, że 
otrzymany ostrosłup ścięty ABC DA, B,CD; 


ma objętość ZV. 
Ę A B 


14. Pole podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe 18 cm?, 
a jego krawędź boczna ma długość 10 cm. Ostrosłup przecięto płaszczy- 
zną równoległą do płaszczyzny podstawy. Punkty, w których płaszczyzna 
przecięła krawędzie boczne ostrosłupa, są wierzchołkami kwadratu o polu 
4 cm?. Oblicz objętości wielościanów, na które płaszczyzna ta podzieliła 
ostrosłup. 
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*2.7. Twierdzenie o trzech prostych 
prostopadłych 


Prostą l, która ma z płaszczyzną P jeden punkt 
wspólny i nie jest do tej płaszczyzny prostopadła, 
nazywamy prostą pochyłą do płaszczyzny P. 


Prosta l, pochyła do płaszczyzny P, tworzy z pro- 
sta I” będącą jej rzutem prostokątnym na płaszcz, 
те P kąt a € (0°:90°) (rysunek obok). 


Twierdzenie o trzech prostych prostopadłych 


Prosta k zawarta w płaszczyźnie P jest prosto- 
padła do prostej I pochyłej do płaszczyzny P 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadła do 
prostej ' będącej rzutem prostokątnym prostej l 
na płaszczyznę P. 


Dowód — patrz zadanie 9 na stronie 111. 


Zauważmy, że jeśli prosta k (rysunek obok) jest 
prostopadła do prostej /, to każda prosta równole- 
gła do prostej k jest również prostopadła do pro- 
stej l. 


Ćwiczenie 1 

[р] a) Prosta AB jest rzutem prostokątnym prostej A,B 
na płaszczyznę zawierającą podstawę ABCD sze- 
ścianu (rysunek obok). Które proste przechodzące 
przez dwa wierzchołki tej podstawy są prostopadłe 
do prostej A,B? Odpowiedź uzasadnij. 


b) Które proste przechodzące przez dwa wierzchołki 
tego sześcianu są prostopadłe do prostej BD;? 


(5) Ćwiczenie 2 
Uzasadnij, że prosta zawierająca krawędź boczną ostrosłupa prawidłowego 
czworokątnego jest prostopadła do prostej zawierającej jedną z przekątnych 
podstawy tego ostrosłupa. 
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Zadania 


[р] 1 


E] 2 


o 


Dany jest graniastosłup prawidłowy czworokątny Dı с, 
niebędący sześcianem (rysunek obok). Uzasadnij, że 
jego przekątna ВР): 

a) jest prostopadła do prostej AC, 

b) nie jest prostopadła do prostej ВС. 


Uzasadnij, że proste zawierające skośne krawędzie 
ostrosłupa prawidłowego trójkątnego są prostopadłe. 


Podstawą ostrosłupa ABC DS jest kwadrat ABCD, a krawędź boczna AS 
jest jego wysokością. 

a) Wykaż, że wszystkie ściany boczne tego ostrosłupa są trójkątami pro- 
stokątnymi. 
b) Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa, jeśli wiadomo, że 
jego wysokość jest równa 3, a krawędź podstawy ma długość 4. 


Dany jest graniastosłup prawidłowy sześciokątny E Dı 
(rysunek obok). Rozpatrzmy proste wyznaczone p СІ 
przez dwa punkty wybrane spośród punktów А, 
В, С, Р, E, F. Które z tych prostych są prosto- 
padłe do prostej: 

a) BF, Ъ)ВЕ, «) ВС, 4) ВВ? 


F c 
A B 
Dany jest graniastosłup prawidłowy ośmiokątny. Ile jest prostych wyzna- 
czonych przez dwa wierzchołki dolnej podstawy tego graniastosłupa oraz 

prostopadłych do jego najdłuższej przekątnej? 


Dany jest graniastosłup prawidłowy pięciokątny. Uzasadnij, że przekątna 
tego graniastosłupa nie jest prostopadła do żadnej prostej wyznaczonej 
przez dwa wierzchołki jego podstawy. 


Dany jest prostopadłościan o krawędziach pod- 
stawy |AB| = 5 cm i |BC| = 3 cm oraz wysokości 
4 cm (rysunek obok). Czy któreś dwie spośród 
przekątnych tego prostopadłościanu są do siebie 
prostopadłe? 


Podstawą graniastosłupa prostego jest trapez równoramienny o wysokości 
МЗ em i kącie ostrym 60”. Przekątna tego graniastosłupa jest prostopadła 
do jednej z krawędzi. Oblicz pole jego podstawy. 
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[р] 9. Przeczytaj dowód twierdzenia o trzech prostych prostopadłych. Podaj, 
z jakiego twierdzenia korzystamy w miejscach oznaczonych ?. 


Rozpatrzmy prostą I pochyłą do płaszczy- 
zny P i przecinającą ją w punkcie A oraz 
prostą l’ będącą rzutem prostokątnym pro- 
stej l na tę płaszczyznę (rysunek obok). 
Na prostej I wybieramy punkt B różny od 
punktu A. Niech B' będzie rzutem prosto- 
kątnym punktu B na płaszczyznę P. 


Przez punkt A prowadzimy prostą AC prostopadłą do płaszczyzny P 
(zauważmy, że proste AC i BB' są równoległe). 

= Zakładamy, że prosta k zawarta w płaszczyźnie P jest prostopadła 
do prostej l (rysunek poniżej) i pokażemy, że jest wtedy prostopadła 
do prostej l. 

Prosta k jest prostopadła do dwóch nierów- 
noległych prostych zawartych w płaszczyź- 
nie, do której należą punkty A, B, B'i C ~ 
są to proste AB i AC. Zatem na podstawie 
twierdzenia ? , prosta k jest prostopadła do 
każdej prostej zawartej w tej płaszczyźnie, 
w szczególności do prostej l. 

* Zakładamy, że prosta k zawarta w płaszczyźnie P jest prostopadła 
do prostej l’ (rysunek poniżej) i pokażemy, że jest wtedy prostopadła 
do prostej l. 
Prosta k jest prostopadła do dwóch nierów- L 
noległych prostych zawartych w płaszczyź- el в 
nie, do której należą punkty A, В. BiC - ч 
są to proste AB' i АС. Zatem na podstawie z И 
twierdzenia ? , prosta k jest prostopadła do AT 7 y 
każdej prostej zawartej w tej płaszczyźnie, ЕА 
w szczególności do prostej l. 
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2.8. Kąt między prostą a płaszczyzną 


1 
— р 


Kątem między prostą a płaszczyzną nazywamy kąt ostry, który ta prosta 
tworzy ze swoim rzutem prostokątnym na tę płasze е. Jeśli rzutem prostej 
jest punkt, to przyjmujemy, że płaszczyzna i prosta tworzą kąt prosty. Jeśli 


prosta jest równoległa do plas: to tworzy z nią kąt 0°. 
Przykład 1 


Wyznacz miarę kąta między przekątną sześcianu 
a jego podstawą. 


Rozpatrzmy przekątną sześcianu BH (rysunek 
obok) i jej rzut prostokątny na płaszczyznę pod- 
stawy — odcinek BD. 

Jeśli |DH| = a, to |BD| = ау?, zatem: 


E — Š өл AC 
tga = 222 = Ê S 07071, stąd a 35 


Ćwiczenie 1 
Dany jest graniastosłup prawidłow iokątny, którego wszystkie krawędzie 
mają tę samą długość. Wyznacz miary kątów, które jego przekątne tworzą 
z podstawą. 


Ćwiczenie 2 

Podstawą graniastosłupa prostego o wysokości 5 cm jest prostokąt o bokach 
długości 3 cm i 4 em. Oblicz sinusy kątów, które przekątna tego graniastosłupa 
tworzy z jego ścianami bocznymi. 


[р] Ćwiczenie 3 
Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego tworzy ze ścianą bocz- 
ną kąt a, a krawędź podstawy ma długość a. Wyznacz objętość tego grania- 
stosłupa. Uzasadnij, że zadanie ma rowiązanie dla a < 45°. 


[5] Ćwiczenie 4 
Przekątna ściany bocznej graniastosłupa prawidłowego trójkątnego ma dłu- 
gość d i tworzy z sąsiednią ścianą boczną kąt a. Wyz 
graniastosłupa. Uzasadnij, że zadanie ma rowiązanie dla a < 60 
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Przykład 2 5 
W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym krawędź | 
podstawy ma długość 10 cm, a krawędź boczna - 
13 cm. Oblicz cosinus kąta, który z podstawą tego 
ostrosłupa tworzy: 


a) jego krawędź boczna, 
b) wysokość jego ściany bocznej. 4 r 


a) Kąt między krawędzią boczną SB ostrosłupa a jej rzutem prostokątnym 
na podstawę (odcinek OB) oznaczono na rysunku przez a. Odcinek OB jest 
połową przekątnej kwadratu o boku 10 cm, więc |ОВ| = 5v2 cm. 

Rozpatrzmy trójkąt OBS: 


b) Kąt między wysokością SE ściany bocznej ostrosłupa a jej rzutem prosto- 
kątnym na podstawę (odcinek OE) oznaczono przez 8. Na rysunku poniżej 
przedstawiono ścianę boczną ostrosłupa st to trójkąt równo- 8 
ramienny o wysokości SE. Na podstawie t dzenia Pitagora- 

sa otrzymujemy: |SE|? = 132 — 5? = 144, skąd |SE| = 12 em. 
Rozpatrzmy trójkąt O ES: 


13 


cos = 1081 — 5 


B E c 


Ćwiczenie 5 

Dolną podstawą sześcianu jest kwadrat ABCD. 
Punkt 5 jest punktem przecięcia przekątnych 
kwadratu A,B,C, D, będącego górną podstawą 
sześcianu. Rozpatrzmy ostrosłup o podstawie 
ABCD i wierzchołku S. Oblicz sinus kąta, który 
z podstawą tego ostrosłupa tworzy: 

a) jego krawędź boczna, 


b) wysokość jego ściany bocznej. 


Ćwiczenie 6 

a) Oblicz sinus kąta, który krawędź boczna czworościanu foremnego tworzy 
z jego podstawą. 

b) Dany jest ostrosłup prawidłowy trójkątny, którego pole powierzchni bocz- 
nej jest sześć razy większe od pola podstawy. Oblicz sinus kąta, który krawędź 
boczna tego ostrosłupa tworzy z jego podstawą. 
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Zadania 


1. Dany jest prostopadłościan o krawędziach długości 2 cm, 3 cm i 2V3 cm. 
Oblicz cosinus kąta zawartego między przekątną tego prostopadłościanu 


a jego ścianą o największym polu. 


2. W ѕлеќсіапіе (rysunek obok) punkt E jest środkiem 
krawędzi A, D,. Oblicz sinus kąta, który odcinek BE 
tworzy: 

a) ze ścianą ABBA, b) z podstawą ABCD. 


Przekątna prostopadłościanu tworzy z jego ścianami mającymi wspólny 
wierzchołek kąty a, 8 i y. Wykaż, że cos? a + cos? 8 + cos? y = 2. 


© 


4. a) Wysokość ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego czworokątnego two- 
rzy z podstawą kąt 60°. Oblicz sinus kąta, który z podstawą tego ostrosłupa 
tworzy jego krawędź boczna. 


b) Krawędź boczna ostrosłupa prawidłowego czworokątnego tworzy z pod- 
stawą kąt 60°. Oblicz cosinus kąta, który z podstawą tego ostrosłupa two- 
rzy wysokość jego ściany bocznej. 


5. Pole podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe P, a kąt 
między wysokością ściany bocznej a podstawą ma miarę a. Wyznacz pole 
powierzchni całkowitej i objętość tego ostrosłupa. 


6. Dany jest ostrosłup prawidłowy trójkątny o krawędzi podstawy a i objęto- 
ści równej sA, Oblicz cosinus kąta, który z podstawą ostrosłupa tworzy: 
a) krawędź boczna, b) wysokość ściany bocznej. 


E] 7. Uzasadnij, że jeżeli wszystkie krawędzie boczne ostrosłupa są nachylone do 
podstawy pod takim samym kątem, to spodek wysokości tego ostrosłupa 
jest środkiem okręgu opisanego na jego podstawie. 


8. Podstawą ostrosłupa jest trójkąt o bokach 6, 8 i 10, a wszystkie krawędzie 
boczne mają długość 13. Oblicz cosinusy kątów, które z podstawą tego 
ostrosłupa tworzą jego krawędzie boczne. 


9. Podstawą ostrosłupa jest trójkąt równoramienny, którego ramiona mają 
długość a, a miara kąta między ramionami jest równa a. Wszystkie kra- 
wędzie boczne tego ostrosłupa są nachylone do podstawy pod kątem 8. 
Wyznacz jego objętość. 
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2.9. Kąt dwuścienny 


Dwie półpłaszczyzny o wspólnej krawędzi dzielą przestrzeń 
na dwie części. Każdą z tych części, łącznie z półpłaszczy- 
znami, nazywamy kątem dwuściennym, półpłaszczyzny — 
ścianami tego kąta, a wspólną krawędź półpłaszczyzn — jego 
krawędzią. 


dłą do jego krawędzi. 


Miarą kąta dwuściennego nazywamy miarę 
kąta płaskiego otrzymanego jako przekrój 
kąta dwuściennego płaszczyzną prostopa- 


ten z kątów między półpłaszczyznami, który ma mniejszą miarę. 


Przykład 1 
Dany jest graniastosłup prosty trójkątny, którego podsta- 
wą jest trójkąt prostokątny o bokach długości 3, 4 i 5. 
Podaj miary kątów, które tworzą ze sobą ściany boczne 
tego graniastosłupa. 
Ściany ВСЕЕ i АСЕР tworzą kąt prosty. 
Ściany ABED i ACFD tworzą kąt a taki, że: 

sin a = š, więc a ~ 37 
Ściany ABED i BCFE tworzą kąt 3 = 90° — a = 53°. 


Ćwiczenie 1 


Podaj miarę kąta utworzonego przez dwie sąsiednie ściany boczne graniasto- 


słupa prawidłowego: 
a) trójkątnego, b) pięciokątnego, 


Ćwiczenie 2 

Oblicz cosinus kąta, który z płaszczyzną podstawy 
ABCD sześcianu tworzy płaszczyzna przechodząca 
przez wierzchołki A i B oraz: 

a) środki krawędzi A, D, i В,С; (rysunek obok), 

b) środki krawędzi DD; i CC). 


л 


с) sześciokątnego. 


Dı 


¿=s 
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Przykład 2 

Dany jest ostrosłup prawidłowy czworokątny, którego wysokość jest równa 
5v3, a krawędź podstawy ma długość 10. Oblicz miarę kąta nachylenia ściany 
bocznej tego ostrosłupa do jego podstawy. 


Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. 
Zauważmy, że proste FE i SE są prostopadłe do 
BC - krawędzi kąta dwuściennego zawartego między 
ścianą boczną a podstawą ostrosłupa, czyli miara 
tego kąta jest miarą kąta płaskiego FES. 

Zatem szukamy miary kąta a w trójkącie OES: 


= 1081 _BV8_ е czyli a = 60° 
tga= jog = "5 = УЗ, czyli a = 60 4 ў 


Ćwiczenie 3 

a) Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 
12 cm, a jego wysokość jest równa 2v3 cm. Oblicz miarę kąta nachylenia 
ściany bocznej tego ostrosłupa do jego podstawy. 

b) Przekątna podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 
6 cm. Ściana boczna tego ostrosłupa jest nachylona do jego podstawy pod 
kątem 45°. Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


Przykład 3 
Ściany boczne ostrosłupa prawidłowego czworokątnego są trójkątami równo- 
bocznymi. Oblicz cosinus kąta, który tworzą dwie sąsiednie ściany boczne tego 
ostrosłupa. 


Szukamy cosinusa kąta BED, gdzie E jest wierz- 
chołkiem kąta płaskiego otrzymanego przez prze- 
krój płaszczyzną prostopadłą do krawędzi kąta 
dwuściennego zawartego między sąsiednimi ścia- 
nami ostrosłupa. 
Oznaczmy długość krawędzi ostrosłupa przez a. 
Wówczas przekątna podstawy |DB| = ay2. A Е B 
Odcinek EB jest wysokością trójkąta równobocznego BCS o boku a, zatem 
|EB| = =. Podobnie |ED| = 42. 

Korzystamy z twierdzenia cosinusów dla trójkąta DBE: 


KORL 


3.3 3 
2= ata 2. 4 COSA 
соза = —1 Zauważ, że cosa < 0, więc 


3 a jest kątem rozwartym. 
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Ćwiczenie 4 

Krawędź boczna ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest dwa razy dłuż- 
szaGd jego krawędzi podstawy. Obliczcosinus kąta; który tworzą dwisisqsied: 
nie ściany boczne tego ostrosłupa. 


Przykład 4 
Ściana boczna ostrosłupa prawidłowego trójkątnego tworzy z podstawą kąt a 
(rysunek poniżej). Krawędź podstawy ma długość a. Wyznacz objętość tego 
ostrosłupa. 


Trójkąt ABC jest trójkątem równobocznym, a punkt O s 


jest środkiem opisanego na nim okręgu. zatem: 
3 


|AP| = эл oraz |OP| = 5|AP| = Š 


Wyznaczamy wysokość ostrosłupa: 
H = |OP|:tga= 


Zatem objętość ostrosłupa: 4 © 
1 _ 1,а2/3 av3 pa 5 
к= Taz lk Wa. m а F 
B 


Ćwiczenie 5 
Wysokość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa H, a ściana boczna 
tworzy z podstawą kąt a. Wyznacz objętość tego ostrosłupa. 


Zadania 


1. Podstawą graniastosłupa prostego jest trójkąt prostokątny D, 
o przyprostokątnych długości 7 em i 24 cm. Oblicz miary ką- A Z! 
tów zawartych miedzy sasiednimi écianami bocznymi tego 
graniastosłupa. 


2. Dany jest graniastosłup prawidłowy czworokątny, którego 
pole powierzchni bocznej jest równe 480 cm?, a pole po- 
wierzchni całkowitej — 530 em?. Oblicz sinus kąta, który 
tworzy płaszczyzna zawierająca krawędzie AB i C, D, tego Ç с 
graniastosłupa (rysunek obok) z jego podstawą. A B 

3. a) Objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa 723 спэ, 
a jego wysokość jest równa 2 сш. Oblicz miarę kąta nachylenia ściany 
bocznej tego ostrosłupa do jego podstawy. 


b) Oblicz cosinus kąta zawartego między sąsiednimi ścianami bocznymi 
ostrosłupa prawidłowego czworokątnego, którego krawędź podstawy ma 
długość 10 cm, a krawędź boczna — 13 cm. 
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4. Dany jest czworościan foremny ABCS (rysunek 5 
obok). Punkt D jest środkiem krawędzi CS. Ob- 
licz cosinus kąta zawartego między płaszczyzną D 
ABD a płaszczyzną zawierającą podstawę ABC 
tego ostrosłupa. 


[р] 5. Cosinus kąta zawartego między ścianami boczny- 
mi ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest rów- B 
ny 4. Uzasadnij, że jest to czworościan foremny. 


6. Objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa 20V3 cmř, a ko- 
ło opisane na jego podstawie ma pole równe 167 cm2. Oblicz tangens kąta 
zawartego między ścianą boczną tego ostrosłupa s 
a jego podstawą. A 


[р] 7. W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym kąt 
płaski przy wierzchołku ma miarę a (rysunek 
obok). Wykaż, że jeśli cosa = Z. to cosinus с 
kąta zawartego między dwoma sąsiednimi ścia- 
nami bocznymi tego ostrosłupa jest równy -$. 


B 


8. W ostrosłupie prawidłowym trójkątnym kąt płaski przy wierzchołku ma 
miarę а oraz cosa = Z. Oblicz cosinus kąta zawartego między dwoma 
sąsiednimi ścianami bocznymi tego ostrosłupa. 


9. Kąt płaski przy wierzchołku ostrosłupa prawi- s 
dłowego czworokątnego ma miarę 2a. Punkty E N 
i F są środkami krawędzi podstawy odpowied- 
nio AB i BC (rysunek obok). Wyznacz tangens 
kąta zawartego między podstawą tego ostro- 
słupa a płaszczyzną, do której należą punkty 
E, FiS. 


A E 


10. W podstawę ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego o wysokości 6 wpi- 
sano okrąg o promieniu 63. Oblicz cosinus kąta zawartego między są- 
siednimi ścianami bocznymi tego ostrosłupa. 


[B] 11. Uzasadnij, że jeżeli wszystkie ściany boczne ostrosłupa są nachylone do 
podstawy pod takim samym kątem, to spodek wysokości tego ostrosłupa 
4 jest środkiem okręgu wpisanego w podstawę. 
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2.10. Przekroje prostopadłościanów 


Przykład 1 

Sześcian o krawędzi 4 cm przecięto 

płaszczyzną wyznaczoną przez rów- H G 
nolegle przekatne jego podstaw (ry- ГАГ 
sunek obok). Oblicz pole otrzyma- 
nego przekroju. 


Dany przekrój jest prostokątem D 42 B 
o polu P = 4- 4V2 = 16V2 [em?. A Л 


Ćwiczenie 1 
Sześcian g krawedzi:o przecięto pleszczyzną przechodzącą przez теней йб 
nej podstawy. Płasz z podstawą kąt a. Wyznacz pole otrzy- 


manego przekroju, j a) cosa = š, b) cosa = 1. 


yzna ta tworz; 


wiadomo. 


Przykład 2 

Wyznacz pole przekroju s: 
pła ną ВОО), gdzie Q j 
dzi CC, (rysunek obok). 


ianu o krawędzi a 
środkiem krawę- 


Z twierdzenia Pitagorasa dla trójkąta PCQ: 
IPQ? = (= 242, skąd |PQ| = 
Zatem pole przekroju: 


Pono = 3|BD| - IPQ| = ża 


2 4 
Ćwiczenie 2 
Punkty P, Q, R są środkami krawędzi sześcianu 
wychodzących z wierzchołka C (rysunek obok). 
Oblicz pole przekroju sześcianu płaszczyzną PQR, 
jeśli wiadomo, że: 


a) krawędź tego sześcianu ma długość 12, 
b) przekątna tego sześcianu ma długość 2 /6. 


Ćwiczenie 3 
Wyznacz pole przekroju sześcianu o krawędzi a płaszczyzną przechodzącą 
przez przekątną dolnej podstawy i tworzącą z tą podstawą kąt a taki, że: 

5 1 


a) cosa = 32, b) tga= 
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Ćwiczenie 4 
Oblicz pole przekroju sz 


wiadomo, że krawędź sześcianu ma długość 6 cm. 


а) Di 


janu przedstawionego na rysunku poniżej 


о b) 2, a ©) D, С 
| wo 
1 1 
Afg A 
c с c 
А A A A y 


Płaszczyzna przekroju prze- 
chodzi przez środki sąsied- 
nich krawędzi CD i BC (od- 
powiednio punkty Е i F) 
oraz wierzchołek Cy. 


Płaszczyzna przekroju prze- 
chodzi przez wierzchołki A 
i ©; oraz punkty G i H bẹ 
dące odpowiednio środkami 
krawędzi DD; i ВВ. 


[р] Ćwiczenie 5 


Płaszczyzna przekroju prze- 
chodzi przez przekątną pod- 
stawy DB i tworzy z tą pod- 
stawą kąt 60°. 


Graniastosłup prawidłowy czworokątny o krawędzi podstawy równej 4 prze- 
cięto płaszczyzną przechodzącą przez przekątną dolnej podstawy i jeden 
z wierzchołków górnej podstawy. Uzasadnij, że jeśli pole otrzymanego prze- 
kroju jest równe 16, to płaszczyzna przekroju tworzy z podstawą kąt 60°. 


Przykład 3 

Podstawą prostopadłościanu jest prostokąt ABCD 
о bokach |AB| = 4 i |BC| = 3. Płaszczyzna prze- 
chodząca przez wierzchołki B. O, i D tworzy z pod- 
stawą kąt a taki, że cosa = 2 (rysunek obok). Ob- 
licz pole trójkąta ВС, D. 


Przekątna podstawy |BD| = 5. 
Aby obliczyć długość odcinka PC, wyznaczamy po- 
le trójkąta BOD na dwa sposoby: 

Рвсь = 5 -|BC|- |CD|= 3:3:4=6 


Pęcp = 5 - |DB|- |PC| = 5 -5+ |PC] = 5 - |PC] 


2 
Stąd |PC| = 2. 
l n —]JPO| 12,2 _ 
РС = 2084, więc |PC,| = aa yz =Ć 
Zatem Ppc, p = у ` |DB|- |PC;| = 3 -5-6 = 15. 
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2 (ел 
Aa 


> 
= 


Ćwiczenie 6 

Prostopadłościan, którego podstawą jest prostokąt o bokach 5 cm i 12 cm, 
przecięto płaszczyzną przechodzącą przez przekątną dolnej podstawy i jeden 
z wierzchołków górnej podstawy. Otrzymany przekrój jest trójkątem, którego 
pole jest równe 84,5 cm*. Oblicz objętość tego prostopadłościanu. 


Przykład 4 

Graniastosłup prawidłowy czworokątny o kra- 
wędzi podstawy a przecięto płaszczyzną prze- 
chodzącą przez środki krawędzi wychodzących 
z jednego wierzchołka (rysunek obok). Wyznacz 
objętość tego graniastosłupa oraz pole otrzyma- 
nego przekroju, jeśli jest on nachylony do pod- 
stawy graniastosłupa pod kątem a = 60°. 


|AC| = av, zatem |SC| = ЦАС| = 52 oraz: 


|SQ| = 2|SC| = г 
Wyznaczamy pole trójkąta PQR: Е 
РАТА 


Ppor = G|PR|-|SQ| = 5: 52. => 


Zauważmy, że: 
ICQ] =|SC|-vV3= 20 
Zatem wysokość graniastosłupa: 


сс =2|cq| = SE 


Objętość graniastosłupa: V = a? - == 


à 
15 
+ 


Ćwiczenie 7 

Graniastosłup prawidłowy czworokątny o krawędzi podstawy a przecięto 
płaszczyzną przechodzącą przez środki krawędzi wychodzących z jednego 
wierzchołka. Oblicz miarę kąta, który płaszczyzna przekroju tworzy z pod- 
stawą tego graniastosłupa, i wyznacz jego objętość, jeśli trójkąt będący prze- 
krojem ma pole równe: 


Ćwiczenie 8 

Graniastosłup prawidłowy czworokątny przecięto płaszczyzną. przechodzącą 
przez jeden z wierzchołków i otrzymano w przekroju romb; którego kąt ostry 
ma miarę 2a. Wyznacz cosinus kąta nachylenia płaszczyzny przekroju do pod- 
stawy tego graniastosłupa. 


2.10. Przekroje prostopadłościanów 
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Zadania 


[р] 1. Przekrojem sześcianu o krawędzi a jest sześciokąt 
P,P,P;P,PPy, którego wierzchołki są środkami 
odpowiednich krawędzi sześcianu (rysunek obok). 
Uzasadnij, że otrzymany sześciokąt jest foremny. 
Wyznacz jego pole. 


2. Sześcian o krawędzi 6 przecięto płaszczyzną prze- 
chodzącą przez przekątną podstawy i tworzącą z tą 
podstawą kąt a. Oblicz pole otrzymanego prze- 
kroju, jeśli: a) a = 30°, b) а = 45°. 


3. Sześcian o krawędzi 4 przecięto płaszczyzną prze- 
chodzącą przez środki dwóch sąsiednich krawędzi 
podstawy (punkty P i Q na rysunku obok) oraz 
wierzchołek Су. Płaszczyzna ta tworzy z podstawą Q 
kąt а. Oblicz cosinus kąta a oraz pole otrzymanego a „aś 
przekroju. A Р B 


4. Graniastosłup prawidłowy czworokątny przecięto płaszczyzną przechodzą- 
cą przez przekątną dolnej podstawy i jeden z wierzchołków górnej pod- 
stawy. Otrzymany przekrój jest колаш równoramiennym, którego ra- 
miona tworzą kąt a taki, 2 Pole podstawy tego graniastosłupa 
jest równe 32 cm2. Oblicz jego objętość. 


cosa = 


5. Graniastosłup prawidłowy czworokątny o krawędzi podstawy a przecięto 
płaszczyzną przechodzącą przez przekątną dolnej podstawy i środki dwóch 
krawędzi górnej podstawy. Płaszczyzna otrzymanego przekroju tworzy 
z podstawą kąt 45°. Wyznacz pole przekroju i objętość tego graniastosłupa. 

6. Podstawą prostopadłościanu jest prostokąt o bokach 6 cm i 8 cm. Prosto- 
padłościan ten przecięto płaszczyzną przechodzącą przez przekątną dolnej 
podstawy i jeden z wierzchołków górnej podstawy. Otrzymany przekrój 
ma pole 25 cm?. Oblicz objętość tego prostopadłościanu. 


*7. 


Sześcian o krawędzi 6 cm przecięto płaszczyzną 
przechodzącą przez środki krawędzi wychodzą- 
cych z wierzchołka С (rysunek obok). P jest 
punktem wspólnym tej płaszczyzny i przekątnej 
АС sześcianu. Oblicz długość odcinka PC. 
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Przekroje innych graniastosłupów 


Przykład 
Wszystkie krawędzie graniastosłupa prawidłowego е 
trójkątnego mają długość a. Wyznacz pole przekroju a = S. 


> a Q 
otrzymanego z przeciecia tego graniastoslupa plasz- 
czyzną przechodzącą przez krawędź dolnej podstawy Aí а o N В, 


i środki dwóch krawędzi górnej podstawy. 


Niech punkty P i Q będą odpowiednio środkami kra- 
wędzi A,C, i В,С; górnej podstawy, punkty D i Dy 
— środkami krawędzi AB i АВ), a punkt Е niech 


będzie środkiem odcinka PQ. Rozpatrzmy prostokąt 


A D B 

DCC,D,: Б ы 5 F 2, 

1 1 3 3 Й p 1 
Ba = [рб = 5:7 = 57 
|DE| = Je (52) = = 

Opisany przekrój jest trapezem o podstawach AB 

i PQ oraz wysokości DE. Zatem jego pole: 

— IABI+|PQ| | — etja av10 _ 3a?V15 3 
P= z IDE| = — 2 р С 

1. Graniastosłup prawidłowy trójkątny o krawędzi podstawy a przecięto 
płaszczyzną przechodzącą przez krawędź dolnej podstawy i środki dwóch 
krawędzi górnej podstawy. Otrzymany przekrój ma pole równe a?. Oblicz 
cosinus kąta, który płaszczyzna przekroju tworzy z dolną podstawą tego 
graniastosłupa. 

2. Graniastosłup prawidłowy trójkątny o krawędzi podstawy a przecięto 
płaszczyzną przechodzącą przez przekątną ściany bocznej i środek tej kra- 
wędzi podstawy, która nie ma punktu wspólnego z tą przekątną. Pole 
otrzymanego przekroju jest równe S. Oblicz cosinus kąta, który płasz- 
czyzna przekroju tworzy z dolną podstawą, oraz wyznacz objętość tego 
graniastosłupa. 

3. Graniastosłup prawidłowy sześciokątny o krawędzi 


podstawy a przecięto płaszczyzną zawierającą prze- 
kątne sąsiednich ścian bocznych wychodzące z te- 
go samego wierzchołka (rysunek obok). Pole otrzy- 
manego przekroju jest równe S. Oblicz cosinus ką- 
ta, który płaszczyzna przekroju tworzy z podstawą, 
oraz wyznacz objętość tego graniastosłupa. 


Przekroje innych graniastosłupów 
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*2.11. Przekroje ostrosłupów 


Przykład 1 

Ostrosłup prawidłowy czworokątny o wysokości 9 cm 
przecięto płaszczyzną przechodzącą przez jego wierz- 
chołek i przekątną podstawy (rysunek obok). Pole 
otrzymanego przekroju jest równe 36 cm?. Oblicz ob- 
jętość tego ostrosłupa. 


w 


Rozpatrzmy przekrój DBS: I š 
3|DB| -9 = 36, czyli |DB| = 8 cm. 

Podstawą ostrosłupa jest kwadrat o przekątnej 8 cm, 

więc bok kwadratu ma długość $ = 42 [em]. 

Obliczamy objętość ostrosłupa: 


V = İP,- H = 3 - (4V2)? -9 = 96 [em] Р. ` 


Ćwiczenie 1 
Oblicz pole przekroju ostrosłupa prawidłowego czworokątnego przedstawio- 
nego na rysunku poniżej. Wiadomo, że krawędź jego podstawy ma długość 


Płaszczyzna przekroju prze- Płaszczyzna przekroju prze- Płaszczyzna przekroju prze- 
chodzi przez wysokość ściany chodzi przez przekątną pod- chodzi przez krawędź pod- 
bocznej i wysokość ostro- i punkt G będący stawy i punkty Н, I będące 
słupa. środkiem krawędzi bocznej. środkami krawędzi bocznych. 


Ćwiczenie 2 

Narysuj przekrój ostrosłupa prawidłowego trójkątnego płaszczyzną przecho- 
dzącą przez: 

a) wysokość podstawy i krawędź boczną; 

Ë) krawędź podstawy i środek przeciwległej krawędzi bocznej. 

Oblicz pole tego przekroju, jeśli wiadomo, że krawędź podstawy ostrosłupa 
ma długość 6: cm, a lrawędź boczna — 12cm. 
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Ćwiczenie 3 

Dany jest ostrosłup prawidłowy czworokątny, którego krawędź podstawy ma 
długość 5 cm. Pole przekroju tego ostrosłupa płaszczyzną prostopadłą do pod- 
stawy i zawierającą jej przekątną jest równe 25 cm2. Oblicz pole przekroju 
tego ostrosłupa płaszczyzną zawierającą przekątną podstawy i prostopadłą 
do krawędzi bocznej rozłącznej z tą przekątną. 


Przykład 2 

Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego trójkąt- 
nego ma długość a, a krawędź boczna ~ 2а. Ostrosłup 
ten przecięto płaszczyzną przechodzącą przez krawędź 
podstawy i środek przeciwległej krawędzi bocznej (ry- 
sunek obok). Wyznacz pole tego przekroju. 


Niech punkt O będzie spodkiem wysokości ostrosłupa. 
W trójkącie PCS: |SC| = 2a, |PC| = ®У® oraz: 


loc| = 3|po| = =ë 
ARE _ м8 
Zatem cosa = [SG] = — = ©. 


Z twierdzenia cosinusów dla trójkąta PCQ: 


s 
ІРО = IPC + ICQ}? — 2 -|PC|- ICQ] -cosa 

2 з k 

IPR? = ($8) +а? 2.9.4. УЗ 
э. 30% uż. 

[РОР = 32 + a - © Q 
IPQ| = $a 
Wyznaczamy pole przekroju, czyli pole trójkąta АВО: 
Re: | YB _ a?V5 
Py а РО С 


Ćwiczenie 4 

Czworościan foremny przecięto płaszczyzną zawierającą krawędź podstawy 
i środek przeciwległej krawędzi bocznej. Oblicz sinus kąta, który płaszczyzna 
przekroju tworzy z podstawą czworościanu. 


Ćwiczenie 5 

Czworościan foremny przecięto płaszczyzną przechodzącą przez krawędź bocz- 
ną i wysokość podstawy. Jako przekrój otrzymano trójkąt o polu równym 
44/2 cm?. Oblicz objętość tego czworościanu. 


2.11. Przekroje ostrosłupów 
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Zadania 


[р) 1. Krawędź boczna ostrosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość 26 cm, 
a pole podstawy jest równe 100V3 cm?. Ostrosłup ten przecięto płaszczy- 
zną przechodzącą przez środki dwóch krawędzi podstawy oraz jego wierz- 
chołek. Wykaż, że pole otrzymanego przekroju jest większe od 115 єш?. 


2. Ostrosłup prawidłowy trójkątny o krawędzi podstawy a przecięto płasz- 
czyzną przechodzącą przez środki krawędzi wychodzących z jednego wierz- 
chołka podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest równe S. Wyznacz ob- 
jętość tego ostrosłupa. 


[р] 3. Krawędź podstawy ost rosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość a, 
a jego objętość jest równa > że przekrój tego ostrosłupa płasz- 
czyzną zawierającą jego wysokość о oraz krawędź boczną jest trójkątem pro- 
stokątnym о polu a? 


4. Przekrój ostrosłupa prawidłowego czworokątnego płaszczyzną przechodzą- 
cą przez jego wierzchołek i przekątną podstawy jest trójkątem równobocz- 
nym o polu P. Wyznacz objętość tego ostrosłupa. 


s 


5. Ostroslup prawidlowy czworokatny o krawe- 
dzi podstawy a przecięto płaszczyzną przecho- 
dzącą przez jego wierzchołek i środki sąsied- 
nich krawędzi podstawy. Płaszczyzna ta tworzy 
z podstawą kąt a. Wyznacz pole otrzymanego 
przekroju oraz objętość tego ostrosłupa. A F В 


chołku S. Ostrosłup ten przecięto płas: па przechodzącą przez punkty 
В i D oraz przez punkt P będący środkiem krawędzi CS. Wykaż, 2 

sli trójkąt BDP jest równoboczny, to stosunek długości krawędzi bocznej 
ostrosłupa do długości krawędzi podstawy jest równy 2v3 : ү. 


7. Przekrój ostrosłupa prawidłowego trójkątnego płaszczyzną zawierającą 
krawędź podstawy i środek jego wysokości ma pole równe 2v6. Płaszczy- 
zna przekroju jest nachylona do podstawy pod kątem 45°. Oblicz objętość 
tego ostrosłupa. 


8. Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość 4. 
Ostrosłup ten przecięto płaszczyzną zawierającą krawędź podstawy i śro- 
dek jego wysokości. Płaszczyzna ta jest nachylona do podstawy pod kątem 
45°. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 
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2.12. Zagadnienia uzupełniające 


E Wielościany foremne 


Wielościanem foremnym (bryłą platońską) nazywamy wielościan wy- 
pukły, którego wszystkie ściany są przystającymi wielokątami forem- 
nymi i w każdym wierzchołku zbiega się jednakowa liczba ścian. 


Istnieje pięć wielościanów foremnych. Wszystkie znane były już w staro- 
żytności (nazwy greckie podane w nawiasach pochodzą od greckich nazw 
liczb 4, 6, 8, 12 i 20). 


Czworościan foremny (tetra- Sześcian (heksacdr)  Ośmiościan foremny (oktaedr) 
edr) ma cztery ściany będące ma sześć ścian będą- ma osiem ścian będących trój- 
trójkątami równobocznymi. cych kwadratami. kątami równobocznymi. 


Dwunastościan foremny (dodekaedr) 
ma dwanaście ścian będących pięcio- R 
kątami foremnymi. ¿ 
Dwudziestościan foremny (ikosaedr) 
ma dwadzieścia ścian będących trój- 
kątami równobocznymi. 


2.12. Zagadnienia uzupełniające 
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Siatki wielościanów foremnych 


1. Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i uzupełnij dane dotyczące wielościa- 
nów foremnych. Sprawdź, czy dla każdego z tych wielościanów spełniony 


jest wzór Eulera: s — k + w = 2, gdzie s oznacza liczbę ścian, k — liczbę 
krawędzi, w — liczbę wierzchołków. 


Wielościan Liczba Liczba Liczba 
foremny ścian krawędzi wierzchołków 
czworościan 7, jj y 
sześcian 6 12 8 
ośmiościan W H ⁄ 
dwunastościan w 2 4 
dwudziestościan 14 ?, A 
2. Oblicz pole powierzchni i objętość ośmiościa- 
nu foremnego, którego krawędź ma długość nE 
4 cm. 4\ 
N 
3. Łączymy odpowiednio środki ścian sześcianu DS 


i otrzymujemy ośmiościan foremny (rysunek 
obok). Oblicz pole powierzchni i objętość 
tego ośmiościanu, jeśli wiadomo, że krawędź 
sześcianu ma długość 8 cm. 


4. Przekrój ośmiościanu foremnego płaszczyzną, która przechodzi przez jego 
dwa przeciwległe wierzchołki oraz środki dwóch przeciwległych krawędzi, 
jest rombem о polu równym 182 сш?. Oblicz sumę długości wszystkich 
krawędzi tego ośmiościanu. 
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5. Pole powierzchni czworościanu foremnego jest dwa razy większe od pola 
powierzchni ośmiościanu foremnego. Oblicz stosunek objętości tych wielo- 
ścianów. 

. Łączymy odpowiednio środki ciężkości ścian ośmiościanu 
foremnego i otrzymujemy sześcian (rysunek obok). 
Oblicz objętość tego sześcianu, jeśli wiadomo, 
że krawędź ośmiościanu ma długość 4 em. 


7. Ściany wielościanu foremnego malujemy 
w ten sposób, aby żadne dwie ściany ma- 
jące wspólną krawędź nie były tego samego 
koloru. Jakiej najmniejszej liczby kolorów 
należy użyć do pomalowania: 

a) czworościanu, b) sześcianu, с) ośmiościanu? 


8. Dwa czworościany foremne tej samej wielkości złączono podstawami 


i w ten sposób otrzymano wielościan o sz 
ny wielościan. Czy jest on foremny? 


ciu ścianach. Narysuj otrzyma- 


= Dlaczego istnieje tylko pięć wielościanów foremnych? 

W każdym wierzchołku wielościanu spotykają się co naj- 

mniej jego trzy ściany. Na przykład w sześcianie są to trzy 

kwadraty — fragment siatki przedstawiający ściany ma- 

jące wspólny wierzchołek przedstawiono na rysunku obok. 

W każdym fragmencie siatki wielościanu zawierającym ściany mające 
wspólny wierzchołek suma kątów przy tym wierzchołku musi być mniejsza 
od 360°. Zatem jeśli ścianą wielościanu jest trójkąt równoboczny, to przy 
jednym wierzchołku mogą się znajdować trzy trójkąty (czworościan fo- 
remny), cztery trójkąty (ośmiościan foremny) lub pięć trójkątów (dwudzie- 
stościan foremny). W przypadku sześciu trójkątów otrzymalibyśmy 3607. 


СА 


Istnieje tylko jeden wielościan foremny, którego ścianami są pięciokąty i nie 
istnieją wielościany foremne, których ścianami są n-kąty dla n > 5 (uza- 
sadnij). Zatem istnieje tylko pięć wielościanów foremnych. 


2.12. Zagadnienia uzupełniające 


E Bryły Archimedesa 
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czworościan ścięty ośmiościan ścięty 
sześcio-ośmiościan sześcio-ośmiościan dwudziesto- dwunastościan 
rombowy mały rombowy wielki -dwunastościan ścięty 
dwudziestościan dwudziesto- dwudziesto- 
ścięty -dwunastościan -dwunastościan 
rombowy mały rombowy wielki 
Na rysunkach przedstawiono 13 brył Archimedesa — 
wielościanów półforemnych. Wszystkie ich ściany są 
wielokątami foremnymi, nie wszystkie o jednakowej 
liczbie boków. Wszystkie krawędzie mają jednakową 
długość. 
dwunastościan 
przycięty 


. Oblicz objętość sześcianu ściętego, którego krawędź ma długość 1 cm. 


. Z sześcianu o krawędzi З cm odcięto narożniki i otrzymano sześcian ścięty. 


Oblicz długość jego krawędzi. 


Graniastosłupy i ostrosłupy 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw 1 


i 


Krawędź podstawy graniastosłupa prawidłowego ma długość 2, a jego pole 
powierzchni całkowitej równe 24. Oblicz wysokość tego graniastosłupa, 
jeżeli jego podstawą jest: a) czworokąt, b) trójkąt, с) sześciokąt. 


Oblicz pole powierzchni całkowitej i objętość sześcianu, którego przekątna 
jest o 2 dłuższa od jego krawędzi. 


Ściana boczna ostrosłupa prawidłowego jest nachylona do podstawy pod 
kątem 30°, a krawędź podstawy ma długość 6. Oblicz pole powierzchni 
całkowitej i objętość tego ostrosłupa, jeżeli jego podstawą jest: 
a) czworokąt, b) trójkąt, с) sześciokąt. 


Wysokość prostopadłościanu jest równa 4 cm, a jego podstawą jest kwa- 
drat o boku 3 cm. Oblicz cosinus kąta zawartego między przekątnymi ścian 


bocznych wychodzącymi z tego samego wierzchołka. Di 
Ci 


Sześci audi Aria 

ześcian o krawędzi długości 1 przec ięto pla: 4 Zh. Л 
przechodzącą przez wierzchołki C i D, or: ` 
krawedzi AD (rysunek obok). Obliez dlugošci boków S 
trójkąta CD, E or: 


sosinus kąta położonego naprze- Р 


ciwko najdłuższego boku tego trójkąta. k y 
À 


W sześcianie połączono wierzchołki dolnej podstawy z jednym z wierzchoł- 
ków górnej podstawy i otrzymano ostrosłup. Oblicz cosinus kąta zawartego 
między ścianami bocznymi tego ostrosłupa, których wspólną krawędzią 
jest przekątna sześcianu. 


Oblicz długość krawędzi czworościanu foremnego, którego wierzchołki są 
czterema wierzchołkami sześcianu o objętości 8. 


Wyznacz objętość ostrosłupa prawidłowego czworokątnego, którego pole 
powierzchni bocznej jest równe P, a kąt między wysokościami ścian bocz- 
nych opuszczonymi z wierzchołka ostrosłupa ma miarę 2a. Rozważ dwa 
przypadki. 


Spośród wszystkich ostrosłupów prawidłow, orokątnych ABCDS 
o krawędzi bocznej długości 5 wybieramy ten, dla którego pole trójkąta 
ACS jest największe. Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


Zestawy powtórzeniowe 
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NA 


E Zestaw II 
1 


F 


RS; 


2. W graniastosłupie prawidłowym trójkątnym przekątne ścian bocznych wy- 
chodzące z tego samego wierzchołka mają długość p i tworzą kąt a. Wy- 
znacz objętość tego graniastosłupa. 


Dany jest graniastosłup prawidłowy trójkątny 
o krawędzi podstawy długości 6 cm (rysunek 
obok). Przekątne ścian bocznych poprowadzone 
z wierzchołka D tworzą kąt a taki, że tga = 
Oblicz objętość i pole powierzchni całkowitej 
tego graniastosłupa. 


3. Podstawą ostrosłupa ABCS jest trójkąt równoramienny ABC, w którym 
|AB| = 4, |AC| = |BC| = 6, a ściany boczne są nachylone do podstawy 
pod kątem 60°. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


4. Ściany boczne ostrosłupa prawidłowego trójkątnego są trójkątami prosto- 
kątnymi. Oblicz miarę kąta a zawartego między ścianami bocznymi i miarę 
kąta 8, który tworzą ściany boczne z podstawą tego ostrosłupa. 


5. Kąt dwuścienny zawarty między sąsiednimi ścianami bocznymi ostrosłupa 
prawidłowego czworokątnego ma miarę 2a. Wyznacz sinus kąta nachylenia 
ściany bocznej tego ostrosłupa do jego podstawy. 


*6. Wysokość ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równa 6 cm, a kąt 
zawarty między jego sąsiednimi ścianami bocznymi ma miarę 120°. Oblicz 
objętość tego ostrosłupa. 


7. Krawędź podstawy graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma dłu- 
gość 4 cm, a krawędź boczna — 5 cm. Graniastosłup ten przecięto płasz- 
czyzną przechodzącą przez przekątną podstawy tak, że w przekroju otrzy- 
mano trapez, którego jedna podstawa jest dwa razy krótsza od drugiej. 
Oblicz pole tego trapezu. 


8. W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym wy: jest równa h i tworzy 
z krawędzią boczną kąt 457. Ostrosłup ten przecięto plas: ną przecho- 
dzącą przez przekątną podstawy i nachyloną do podstawy pod kątem 60°. 
Wyznacz pole otrzymanego przekroju. 


[р] 9. Niech Р będzie dowolnym punktem leżącym wewnątrz czworościanu fo- 
remnego. Wykaż, że suma odległości punktu P od ścian tego czworościanu 
jest równa jego wysokości. 
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Sposób na zadanie wW 


Przykład 

Suma długości wszystkich krawędzi ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego 
jest równa 12. Jakie powinny być długości krawędzi takiego ostrosłupa, aby 
mial on możliwie największą objętość? Oblicz tę objętość. 


Oznaczmy przez т długość krawędzi podstawy, 
a przez b — długość krawędzi bocznej. 


Z warunku zadania 6x + 6b = 12, czyli z = 2 —b. 8 

Ponieważ b > z > 0, otrzymujemy 0 < 2 — b < b, 

czyli b € (1;2), a stąd z € (0;1). b 

Zauważmy, że jeśli O jest spodkiem wysokości H 

ss m. to КШ z Б mięć twierdze- > № 5 

ma Ри sorasa dla a о ujemy: O 
растаси рые E Ai 

Zatem wysokość ostrosłupa: 


H = y4- 4r = 201-1, z e (0;1) 

Pole podstawy ostrosłupa: 
Wyznaczamy objętość ostrosłupa jako funkcję zmiennej т: 

V(r) = iP, H= i r.o 

= V3z°V1 -x = V3a' — 31°, Dy = (0;1) 
Rozpatrzmy funkcję pomocniczą f(x) = 3x* — 3a5, Dy = (0; 1). 
Funkcja g(t) = V jest rosnąca, więc funkcje f i V największą wartość przyj- 
mują dla tego samego argumentu. 
Р (а) = 12z3 — 15a", Dp = (0;1) 
fr) =0dla z = š 

Funkcja f rośnie w przedziale (0; 2) oraz maleje w prze- 
dziale (4;1), zatem dla z = 4 funkcje f i V przyjmują 0 Ñ X 
największe wartości. 
Krawędź boczna ma zatem długość: 2—4 = 8. Obliczamy największą objętość: 


O-O- 


БОЕВЕТЕ 


znak /' 


Odpowiedź: Największą objętość ma ostrosłup o krawędzi podstawy i i kra- 
wędzi bocznej $. Objętość tego ostrosłupa jest równa YE, 


Sposób na zadanie 133 


@ Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. Podstawą prostopadłościanu jest kwadrat o boku 6 cm, a kąt nachylenia 
przekątnej prostopadłościanu do ściany bocznej ma miarę 30°. Przekątna 
ta ma długość: 


A. Зу cm, B. 3V3 cm, С. 6V3 cm, D. 12 cm. 


2. Podstawą graniastosłupa prostego jest romb o przekątnych długości 3 i 4. 
Jeśli przekątna ściany bocznej tego graniastosłupa ma długość v7, to jego 
pole powierzchni całkowitej jest równe: 


A. 12,/3, B.12+5V3, C. 10+4v3, D. 13. 


3. Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 6, 
a krawędź boczna tworzy z podstawą kąt 45°. Objętość tego ostrosłupa 
jest równa: 


A. 36V2, В. 485, С. т2у5, D. 1085. 


4. Graniastosłup prawidłowy czworokątny o krawędzi podstawy 3 cm prze- 
cięto płaszczyzną zawierającą przeciwległe krawędzie jego podstaw. Otrzy- 
many przekrój tworzy z jedną ze ścian bocznych kąt a taki, że cosa = 0,8. 
Pole tego przekroju jest równe: 

A. 8 cm2, В. 9 cm*, С. 12 ст, D. 15 cm*. 


5. Wostrosłupie prawidłowym sześciokątnym o krawędzi podstawy 2 cm pole 
podstawy jest dwa razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Pole po- 
wierzchni całkowitej tego ostrosłupa jest równe: 


А. 12 сш?, С. 18у3 сш?, 
В. 18 cm?, D. 36у cm?. 


6. Punkty M i Р są środkami krawędzi sześcianu д, 
przedstawionego na rysunku obok. Sinus kąta, 
który odcinek MP tworzy z podstawą, jest równy: 

А. 5, с. 
В. $, р. 4. A M В 


a 


Ostrosłup prawidłowy trójkątny. którego ściany boczne są trójkątami pro- 
stokątnymi, a pole podstawy jest równe 16V3 cm?, przecięto płaszczyzną 
równoległą do dwóch krawędzi bocznych i przechodzącą przez środek trze- 
ciej. Pole otrzymanego przekroju jest równe: 


A. 4 сш, B. б cm?, С. 4V3 сш?, D. 6V3 em2. 
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Przed obowiązkową maturą z matematyki wW 


8 Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Sześcian o krawędzi 4 cm i graniastosłup prawidłowy czworokątny o krawę- 
dzi podstawy 2V2 cm mają taką samą objętość. Oblicz długość przekątnej 
graniastosłupa. 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Wysokość ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest dwa razy dłuższa od 
krawędzi jego podstawy. Oblicz tangens kąta nachylenia ściany bocznej tego 
ostrosłupa do jego podstawy. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Ściany boczne ostrosłupa prawidłowego trójkątnego są trójkątami prostokąt- 
nymi o przyprostokątnych długości 2 cm. Oblicz pole powierzchni całkowitej 
tego ostrosłupa. 


E Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 4 (4 pkt) 

Wysokość graniastosłupa prostego jest równa 12 cm, a przekątna ściany bocz- 
nej ma dług: cm. Jego podstawą jest romb o kącie ostrym 60°. Oblicz 
objętość tego graniastosłupa. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
W graniastosłupie prawidłowym czworokątnym o krawędzi podstawy równej 4 
przekątna tworzy z tą krawędzią kąt 60°. Oblicz objętość tego graniastosłupa. 


Zadanie 6 (4 pkt) 

Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego ma długość 6 cm, 
a pole podstawy jest cztery razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Oblicz 
objętość tego ostrosłupa. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego, w którym wysokość 
ściany bocznej jest równa 10 cm i tworzy z podstawą kąt 45°. 


Zadanie 8 (4 pkt) 

Podstawą ostrosłupa jest trójkąt prostokątny, którego przeciwprostokątna ma 
długość 12 cm, a jeden z kątów ostrych ma miarę 60°. Wysokość ostrosłupa jest 
równa 8 cm, a spodkiem wysokości jest środek okręgu opisanego na podstawie. 
Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrosłupa. 


Przed maturą 
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wW Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Wysokość graniastosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa 2, a kąt między 
przekątną ściany bocznej a podstawą ma miarę 60°. Oblicz pole powierzchni 
bocznej tego graniastosłupa. 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Krawędź podstawy ostrosłupa prawidlowego sześcio- 

kątnego ma długość 4, a krawędź boczna — długość 6. 


osunek pola trójkąta CFS do pola trójkąta 
< I 


5 


Zadanie 3 (4 pkt) B c 
Podstawa graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma pole równe 50 cm?. 
Przekrój tego graniastosłupa płaszczyzną przechodzącą przez przekątną dol- 
nej podstawy i jeden z wierzchołków górnej podstawy jest trójkątem o polu 
równym 65 cm?. Oblicz objętość tego graniastosłupa. 
Zadanie 4 (5 pkt) 

Ostrosłup prawidłowy czworokątny przecięto płasz- 
слупа BCPQ, która tworzy równe kąty z płaszczy- 
znami ABCD i BCS (rysunek obok). Oblicz miarę 
kąta nachylenia ściany bocznej do podstawy, jeśli wia- 
domo, że płaszczyzna BC PQ podzieliła powierzchnię 
boczną tego ostrosłupa na dwie części o równych po- 
lach. 


Zadanie 5 (5 pkt) 

Ostrosłup prawidłowy czworokątny o krawędzi podstawy a i wysokości h prze- 
cięto pł środki dwóch sąsiednich krawędzi pod- 
stawy i środek wysokości ostrosłupa. Wyznacz pole otrzymanego przekroju. 
Zadanie 6 (5 pkt) 

Ostrosłup prawidłowy trójkątny o krawędzi podstawy a i kącie płaskim przy 
wierzchołku a przecięto płaszczyzną zawierającą wysokości dwóch ścian bocz- 
nych wychodzące z wierzchołka ostrosłupa. Wyznacz pole tego przekroju. 
Zadanie 7 (5 pkt) 

Suma długości wszystkich krawędzi ostrosłupa prawidłowego czworokątnego 
jest równa 60. Dla jakich długości krawędzi ostrosłup ten będzie miał naj- 
większą objętość? 

Zadanie 8 (5 pkt) 

Suma długości krawędzi graniastosłupa prawidłowego trójkątnego wychodzą- 
cych z jednego wierzchołka jest równa P. Jaką największą objętość może mieć 
taki graniastosłup? 


zczyzną przechodzącą prze: 
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W celu zapewnienia bezpiecznego ruchu statków przy podejściach do portów 
tor wodny jest oznakowany czerwonymi bojami w kształcie walca i zielonymi 
ch. Boje 


malowane w biało-czerwone pasy to znaki bezpiecznej wody — wskazują, że 


w kształcie stożka. Stosuje się też boje o innych kształtach i kolc 


wokół nich woda jest żeglowna. Zwykle boje takie są kuliste, walcowe lub 


drążkowe. Na zdjęciu boja podejściowa do portu w Gdyni 


3.1. Walec 


Walec to bryła obrotowa otrzymana przez obrót pro- 
stokąta wokół prostej zawierającej jeden z jego boków. 
Prostą tę nazywamy osią walca. 

Dwa koła otrzymane przez obrót dwóch boków pro- 
stokąta prostopadłych do osi obrotu nazywamy pod- 
stawami walca. Dowolny odcinek łączący podstawy 
walca i do nich prostopadły nazywamy wysokością 
walca. W szczególności odcinki 0,0» oraz AD (ry- 
sunek obok) są wysokościami walca. 


Dowolny odcinek, który łączy dwa punkty z brzegów podstaw walca i jest 
prostopadły do tych podstaw, nazywamy tworzącą walca (np. odcinek AD na 
rysunku powyżej). 


Pole powierzchni całkowitej walca o promieniu 
podstawy r i wysokości h wyraża się wzorem: 

P. = 2P, + P, = 2mr? + 2ттһ = 2rr(r + h) h 
gdzie P, jest polem podstawy walca, a P, - polem 
jego powierzchni bocznej. 


Siatka walca o promieniu 
RE podstawy r-i wysokości h 
Ćwiczenie 1 


o a) Uzasadnij wzór na pole powierzchni całkowitej walca. 
b) Pole powierzchni całkowitej walca jest równe 407 cm?, a jego wysokość ma 
10 cm. Oblicz pole kola będącego podstawą tego walca. 


płaszczyzną zawierającą jego oś (rysunek obok) - jest 


ZOP 
Przekrojem osiowym walca nazywamy przekrój маса ОК T AS 
to prostokąt o bokach hi 2г: 
SASÓW 


Ćwiczenie 2 
Pole przekroju osiowego walca jest równe 40 cm, a promień jego podstawy 
ma 4 cm. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego walca. 


Ćwiczenie 3 Ea 
Przekątna d prostokąta będącego przekrojem osiowym == 
walca ma długość 12 сш i tworzy z jego podstawą һ 
kąt a = 307 (rysunek obok). Oblicz pole powierzchni ZÁ 
— 


calkowitej tego walca. 
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Twierdzenie 


Objętość walca o promieniu podstawy r i wysokości h wyraża się wzorem: 


V=FP,-h=rr*h 


gdzie P, jest polem podstawy walca. 


Ćwiczenie 4 
Oblicz objętość walca, którego przekrój osiowy jest: 


a) kwadratem o polu 64 cm2, 
b) prostokątem o bokach 6 cm i 8 cm (rozpatrz dwa przypadki). 


Ćwiczenie 5 
a) Średnica podstawy walca ma 8 cm, a pole jego powierzchni bocznej jest 
czterokrotnie większe od pola podstawy. Oblicz objętość tego walca. 


b) Przekątna przekroju osiowego walca ma długość 15 cm i tworzy z jego 


podstawą kąt a taki, ż 


cos a = 0.6. Oblicz objętość tego walca. 


Zadania 


1. 


Przekątna przekroju osiowego walca ma długość d i tworzy z jego podstawą 
kąt a. Oblicz pole powierzchni całkowitej i objętość tego walca. 
a) d = 6, а = 30° b) d=8,a=60 c) d = 12, a = 45° 


Przekątna przekroju osiowego walca ma długość 20 ст i tworzy z jego 
podstawą kąt a. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego walca. 


a) cosa = 0,8 b)tga = 1 c) sina = 1 


Pole powierzchni bocznej walca wynosi 392z, a promień jego podstawy 
i wysokość są równe. Oblicz pole podstawy i objętość tego walca. 


Oblicz objętość i pole powierzchni całkowitej walca, którego przekrojem 
osiowym jest prostokąt o polu 144 cm?, jeżeli wiadomo, że stosunek dłu- 
gości boków tego prostokąta jest równy 9:4 (rozpatrz dwa przypadki). 


Uzasadnij, że w każdym walcu stosunek pola powierzchni bocznej do pola 
przekroju osiowego jest równy z. 


Dany jest prostokąt o bokach a i b, przy czym a < b. Wykaż, że walec otrzy- 
many w wyniku obrotu tego prostokąta wokół krótszego boku ma większą 
objętość od walca otrzymanego w wyniku obrotu wokół dłuższego boku. 


3.1. Walec 
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7. Walec przecięto płaszczyzną równoległą do jego przekroju 
osiowego i otrzymano prostokąt ABCD o polu 5 (rysu- 
nek obok). Trójkąt АО, B (gdzie О, jest środkiem podstawy 
walca) jest prostokątny. Wyznacz pole przekroju osiowego 
tego walca. 


8. Odcinek łączący środek dolnej podstawy walca z punktem 
na brzegu górnej podstawy tworzy z tymi podstawami kąt a. 
Wyznacz objętość walca, jeżeli wiadomo, że: 

a) pole jego przekroju osiowego jest równe 5, 
b) przekątna jego przekroju osiowego ma długość d. 


9. W pudełku mającym kształt walca można zmieścić trzy piłki 
tenisowe o średnicy 6,4 cm każda (rysunek obok). Czy pole 
powierzchni bocznej tego pudełka jest większe od 3 dm?? 


10. Przekrojem osiowym walca jest prostokąt ABCD. Długości 
boków AB i BC oraz przekątnej AC są kolejnymi wyrazami 
ciągu geometrycznego. Oblicz stosunek pola powierzchni 
bocznej tego walca do pola jego podstawy (rozpatrz dwa 
przypadki). 


11. Powierzchnia boczna walca po rozwinięciu jest prostokątem o przekątnej 
długości 6 tworzącej z jednym z boków prostokąta kąt 60°. Oblicz objętość 
tego walca. 


[р] 12. W prostopadłościennym kartonie umieszczono sześć ОО 
pusżek w kształcie walca o objętości 1 litra i wyso- + < 
kości 10 cm każda (rysunek obok). Wykaż, że pole © 
podstawy kartonu jest większe od 750 cm?. 27 ZĘ 


Kubek mający kształt walca o średnicy podstawy 8 ст i wysokości 10 cm 
jest w 90% wypełniony wodą. Wkładamy do niego cztery sześcienne me- 
talowe kostki o krawędzi 2 cm każda. Czy woda z kubka się wyleje (pomiń 
grubość ścianek kubka)? 


14. Zbiornik w kształcie walca o promieniu podstawy 
6 dm i wysokości 15 dm jest położony poziomo 
(rysunek obok). Został on częściowo wypełniony 
wodą tak, że odległość h przedstawiona na ry- 
sunku jest równa: a) 3 dm, b) 3(2 — v2) dm. 
Oblicz objętość wody w zbiorniku. 
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13. 


3.2. Stożek ' 


Stożek to bryła obrotowa otrzymana przez obrót trój- 
kąta prostokątnego wokół prostej zawierającej jedną 
z przyprostokątnych tego trójkąta. Prostą tę nazy- 
wamy osią stożka. 

Koło otrzymane przez obrót drugiej przyprostokątnej 
nazywamy podstawą stożka, a wierzchołek trójkąta B А] 
nienależący do podstawy — wierzchołkiem stożka. 

Odcinek łączący wierzchołek stożka ze środkiem podstawy (punkt O na ry- 
sunku) nazywamy wysokością stożka. Środek podstawy zwany jest też spod- 
kiem wysokości stożka. Dowolny odcinek łączący wierzchołek stożka z brze- 
giem podstawy nazywamy tworzącą stożka (np. odcinek SB na rysunku). 
Powierzchnią boczną stożka po rozwinięciu jest wyci- 
nek koła o promieniu równym tworzącej stożka. 


L | 
Pole powierzchni bocznej stożka o promieniu pod- 
stawy r i tworzącej | wyraża się wzorem: 
Р, = пгі 
Ćwiczenie 1 Siatka stożka o promieniu 


ГА А : ' a ; podstawy r i tworzącej I 
Uzasadnij wzór na pole powierzchni bocznej stożka. ! 5 NAA 


Pole powierzchni całkowitej stożka o promieniu podstawy r i tworzącej l 
wyraża się wzorem: 

P. = P, + Р, = пт? + пті = тт(т +1) 
gdzie P, jest polem podstawy stożka. 


Ćwiczenie 2 

Na rysunku obok przedstawiono wycinek koła, który WI 
po zwinięciu jest powierzchnią boczną stożka. Ob- 

licz pole podstawy i pole powierzchni całkowitej tego 

stożka. 


Ćwiczenie 3 

Podstawą stożka jest kolo о polu równym 361 сш?, а powierzchnia bocźna tego 
stożka po rozwinięciu jest: wycinkiem: kola o promieniu 9 cm wyznaczonym 
przez kąt środkowy: a. Oblicz miarę tego kąta. 
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Przekrojem osiowym stożka nazywamy przekrój stożka 5 
płaszczyzną zawierającą jego oś. Przekrojem tym jest A 
trójkąt równoramienny. Kąt między ramionami tego 
trójkąta nazywamy kątem rozwarcia stożka (kąt a na 
rysunku obok). Kąt między tworzącą stożka a jego pod- 
stawą oznaczono na rysunku przez 8. A 
NRD 505 
Ćwiczenie 4 

Oblicz miarę kąta rozwarcia stożka, którego tworząca 
ma długość 10 cm, a pole podstawy jest równe 507 сш?. 


Objętość stożka o promieniu podstawy r i wysoko- Objętość stożka jest 

ści h wyraża się wzorem: równa 1 objętości wal- 
V= iP, -h= }лт?һ са o takiej samej pod- 

gdzie P, jest polem podstawy stożka. поген. 


Ćwiczenie 5 
Kąt między tworzącą I stożka a jego podstawą ma mia- 
© B (гусак obok). Oblicz objętość tego stożka, Jesli: 


a) sin 8 = 0,6, 1 = 15 cm, 
b) tg8 = 2,4, 1 = 13 cm. 4 


Ćwiczenie 6 

a) Przekrój osiowy stożka jest trójkątem równobocznym 
о polu równym 16V3 cm?. Oblicz objętość tego stożka. 
b) Pole podstawy stożka jest równe 277 cm?, a jego 
objętość jest równa 277 cm*. Oblicz miarę kąta mię- 
dzy tworzącą stożka a jego podstawą. 


Przykład 1 

W trójkącie równoramiennym ABC kąt przy wierz- ŹN 
chołku B ma miarę 120° oraz |AB| = |BC| = 6 cm. B 
Bryła, która powstała przez obrót tego trójkąta wo- 
kół najdłuższego boku, to dwa stożki połączone pod- 
stawami (rysunek obok). Oblicz objętość tej bryły. 


r = |OB| = 3 cm oraz h = |ОС| = 3V3 cm. 
Obliczamy objętość otrzymanej brył, 
V=2:-imr*h=2-1m-3*.3V3 = 18V3r [em*] A 
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Ćwiczenie 7 
Oblicz objętość bryły otrzymanej w wyniku obrotu: 


a) trójkąta prostokątnego równoramiennego o polu równym 8 сш? wokół jego 


przeciwprostokątnej, c 
b) trójkąta ABC (rysunek obok) wokół jego najdłuższego Я = 
boku. 
A 
A B 
Zadania 
1. Powierzchnią boczną stożka po rozwinięciu jest wycinek koła o promieniu 


12 cm wyznaczony przez kąt środkowy a. Oblicz pole podstawy i objętość 
tego stożka. 
а) а = 60° b) а = 180 c) а = 240° 4) а = 270° 


a) Powierzchnią boczną stożka po rozwinięciu jest wycinek koła о pro- 
mieniu 15 cm wyznaczony przez kąt środkowy a. Podstawę tego stożka 
można wyciąć z kwadratu o boku 6 cm. Wyznacz największą możliwą 
miarę kąta a. 


b) Oblicz pole przekroju osiowego stożka, którego podstawą jest koło opi- 
sane na kwadracie o boku 5 cm, a sinus kąta między tworzącą a wysokością 


stożka jest równy 2. 


a) Przekrojem osiowym stożka jest trójkąt prostokątny o polu równym S. 
Wyznacz pole powierzchni całkowitej i objętość tego stożka. 

b) Pole powierzchni bocznej stożka jest dwukrotnie większe od pola jego 
podstawy. Oblicz miarę kąta rozwarcia tego stożka. 


a) Kąt rozwarcia stożka ma miarę 60°, a pole jego powierzchni bocznej 
jest równe 8л cm*. Oblicz objętość tego stożka. 

b) Kąt rozwarcia stożka ma miarę 307, a jego podstawa ma pole równe 
(18 — 9V3)r cm?. Oblicz pole przekroju osiowego i objętość tego stożka. 


Dany jest stożek o polu powierzchni bocznej 27 VŽ cm? i polu powierzchni 
całkowitej T сш?. Oblicz miarę kąta zawartego między tworzącą tego 
stożka a jego podstawą. 


Poziom wody w zbiorniku w kształcie stożka sięga po- 
łowy jego wysokości (rysunek obok). Ile litrów wody 
znajduje się w zbiorniku? Na jaką wysokość sięgałaby 
woda, gdyby zajmowała połowę objętości zbiornika? 


7. Oblicz pole powierzchni całkowitej i objętość bryły, która powstanie w wy- 
niku obrotu trójkąta ABC wokół prostej AB. 


a) С b) е б 6 
ум 24 EB Ам. 
А В А 6 Вв A 5 B 


8. Trójkąt równoramienny o podstawie 10 cm i ramionach 13 cm obracamy 
wokół prostej zawierającej jego ramię. Oblicz pole powierzchni całkowitej 
otrzymanej bryły. 

9. Dwa stożki mają identyczne podstawy o polu 167 cm?. Stożki te złączono 


podstawami i otrzymano bryłę przedstawioną na rysunku. 
Jej przekrojem osiowym jest deltoid о polu 60 стг. 


a) Oblicz objętość tej bryły. 

b) Oblicz pole powierzchni całkowitej tej bryły, 
jeśli wiadomo, że wysokość jednego stożka jest 
dwukrotnie dłuższa od wysokości drugiego. 


[р] 10. Wykaż, że stosunek pola podstawy stożka do pola jego powierzchni bocznej 
jest równy sinusowi kąta między tworzącą a wysokością tego stożka. 


11. a) Wysokość stożka o wierzchołku 5 jest równa 23, a podstawą tego 
stożka jest koło o promieniu 12. Cięciwa AB podstawy ma długość 123. 
Oblicz miarę kąta nachylenia płaszczyzny ABS do podstawy stożka. 

b) W podstawę stożka o wierzchołku $ i wysokości 7 wpisano kwadrat 
ABCD o boku długości 6. Oblicz pole przekroju stożka płaszczyzną prze- 
chodzącą przez wierzchołek 5 i zawierającą bok AB. 
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Stożek o promieniu podstawy 10 cm i wysokości 6v3 cm przecięto płasz- 
czyzną przechodzącą przez jego wierzchołek i nachyloną do podstawy stoż- 
ka pod kątem 60°. Oblicz pole otrzymanego przekroju. 

13. Stożek przecięto płaszczyzną prostopadłą do je- A 
go wysokości i otrzymano dwie bryły: mniejszy 
stożek i stożek ścięty, którego podstawami są 


koła o promieniach r, í ra (rysunek obok). Ob- ZN 
licz dbjętość stożlia ściętego. — 
a) n=6, m=4, |ÓiO,| =5 7 Я 


b) т = 12, ra = 9, JASB = 90° 
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Linie geodezyjne 


Najkrótsza linia na powierzchni bryły łącząca dwa punkty nazywa się linią 
geodezyjną. 


Po zwinięciu prostokąta przedsta- p B' 

wionego na rysunku obok w po- Was s B=B' EX 
wierzchnię boczną walca otrzymu- k= 
jemy na powierzchni tego walca 

tzw. linię śrubową (zaznaczoną ko- ma 
lorem czerwonym). Nazwa tej krzy- L = ME ) 


wej pochodzi stąd, że wzdłuż linii ñ 
śrubowej nacinany jest gwint śruby. Zauważmy, że dla ma P i Q położo- 
m rysunku najkrótsza droga 
śrubowej. 


nych na powierzchni walca tak jak па po 
między tymi punktami prowadzi wzdłuż lin 


Przykład 1 


< 
Przekrojem osiowym stożka o two- 
rzącej równej 6 jest trójkąt ABS 
(rysunek obok). Powierzchnią bocz- 
ną tego stożka po rozwinięciu jest , 


wycinek koła wyznaczony przez kąt 4 

środkowy 120°. Najkrótsza droga z punktu A do punktu B KATE 
po powierzchni bocznej stożka (kolor czerwony) ma długość 6. Długość naj- 
krótszej pętli poprowadzonej po powierzchni bocznej stożka, zaczynającej się 
i kończącej w punkcie A (kolor zielony), jest równa 6V3. 


1. Przekrój osiowy walca jest kwadratem ABCD о boku 12. pc 
Na boku BC wybrano punkt Е taki |BE| = 2|CE| 
(rysunek obok). Oblicz długość najkrótszej drogi popro- 
wadzonej po powierzchni bocznej walca z punktu E do 
punktu: a) A, b) D. 


2. Przekrojem osiowym stożka o promieniu podstawy 8 i wysokości 4Y5 jest 
trójkąt ABS. Punkt С jest środkiem odcinka BS (т; a poniżej). a. 
długość najkrótszej drogi poprowadzonej 


po powierzchni bocznej stożka: 
a) z punktu A do punktu B, 
b) z punktu A do punktu С. A 


Linie geodezyjne 145 mum 


3.3. Kula 


Kula to bryła obrotowa otrzymana przez obrót koła 
wokół prostej zawierającej jego średnicę. 

Kula o środku w punkcie O i promieniu r > 0 jest 
zbiorem punktów przestrzeni, których odległość od 
punktu O jest mniejsza lub równa r. 

Sfera o środku w punkcie O i promieniu r > 0 jest 
zbiorem punktów przestrzeni, których odległość od 
punktu O jest równa r (sfera jest powierzchnią kuli). 


Każdy przekrój kuli płaszczyzną, która ma więcej niż jeden punkt wspólny 
z tą kulą, jest kołem. Jeśli płaszczyzna ta przechodzi przez środek kuli, to 
przekrój ten nazywamy kołem wielkim. 


Przykład 1 

Przyjmując, że Ziemia jest kulą, oblicz stosunek 
długości równoleżnika przechodzącego przez punkty 
o szerokości geograficznej 60° do długości równika. 


W trójkącie OOA mamy |ОА| = 2|О,А| (rysunek 
obok). Stosunek długości okręgów jest równy stosun- 
kowi długości ich promieni, więc szukany stosunek 
długości równoleżnika 60° do długości równika jest 
równy 1:2. 


Ćwiczenie 1 
a) Kulę o promieniu 10 cm przecięto płaszczyzną. Otrzymany przekrój jest 
kołem o środku oddalonym od środka kuli o 7 cm. Oblicz pole tego koła. 

b) Kulę o promieniu 5 cm przecięto płaszczyzną. Otrzymany przekrój jest 
kołem o polu równym 167 cm?. Oblicz odległość środka tego koła od środka 
kuli. 


Jeśli płaszczyzna ma z kulą dokładnie 
jeden punkt wspólny, to mówimy, że ta 
płaszczyzna jest styczna do kuli. Promień 
poprowadzony ze środka kuli do punktu 
styczności jest prostopadły do płaszczy- 
zny stycznej. 
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Ćwiczenie 2 

Punkt O jest środkiem sześcianu 
(punktem przecięcia przekątnych 
sześcianu) o krawędzi a. Oblicz 
promień sfery o środku w punk- 
cie O: 


a) stycznej do wszystkich ścian 
tego sześcianu (rysunek obok), 


b) zawierającej wszystkie wierzchołki tego sześcianu. 


Sformułowanie wzorów na pole powierzchni i objętość kuli zawdziędzamy grec- 
kiemu filozofowi i matematykowi Archimedesowi (ok. 287- ok. 212 r. p.n.e.). 


Przykład 2 
Pole powierzchni kuli jest równe 1447 cm?. 
Oblicz objętość tej kuli. Pole powierzchni kuli o pro- 
nieniu ża się wzorem: 
Obliczamy promień kuli: o i OWCA 
Р = 4тт? 


Р = 4пт? = 144r 
stąd r? = 36, czyli r = 6 cm. 
Zatem objętość kuli 
śr - 6” = 2887 [сш] У = ўт? 


Objętość kuli о promieniu r 
wyraża się wzorem: 


Ćwiczenie 3 
Oblicz pole powierzchni i objętość kuli o promieniu r. 


a) r=żem b) r = УЗ cm с) r=2y2cm 


Ćwiczenie 4 
Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 


Promień kuli 6 3 2 7 2 
Pole powierzchni kuli 1445 367 2567 % 3,24m 
Objętość kuli 2887 + z Br ? 


[р] Ćwiczenie 5 
Dane są kula, stożek i walec o wy- e x 
miarach takich jak na rysunku obok. 
Uzasadnij, że suma objętości kuli ` 


i stożka jest równa objętości walca. 
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Zadania 


1. Kulę o środku O przecięto płaszczyzną przecho- 
dzącą przez punkt O, (rysunek obok). Oblicz 
pole powierzchni i objętość tej kuli, jeśli: 

a) sina = 0,5 i |OO,| = 2V3 cm, 
b) tga = 0,75 i |OO,| = бсш, 
с) cosa = š i |OO,| = 2v5 сш. 


2. Kulę o promieniu 8 cm przecięto dwiema równoległymi płaszczyznami 
i otrzymano w przekrojach koła o promieniach З cm i 4 cm. Oblicz odle- 
głość między tymi płaszczyznami (rozpatrz dwa przypadki). 


3. Kulę o środku O przecięto płaszczyzną i otrzymano w przekroju koło 
o środku S. Obli 
a) objętość kuli, jeśli |OS| = У, a pole przekroju jest równe 257, 
b) pole przekroju, jeśli |[05| = 23. a objętość kuli jest równa 108V3r. 


4. a) Dane są dwie kule o promieniach 3 cm i 5 cm oraz wspólnym środku. 

Oblicz pole przekroju utworzonego przez przecięcie większej kuli płaszczy- 
zną styczną do mniejszej kuli. 
b) Dane są dwie kule o promieniach 6 cm i r cm oraz wspólnym środku. 
Pole przekroju utworzonego przez przecięcie większej kuli płaszczyzną 
styczną do mniejszej kuli jest równe 97 cm?. Oblicz r (rozpatrz dwa przy- 
padki). 


5. a) Kulisty balon ma promień równy 20 cm. Po dopompowaniu powietrza 
promień balonu zwiększył się o 25%. O ile wzrosło jego pole powierzchni? 


b) Z kulistego balonu o promieniu równym 20 cm spuszczono częściowo 
powietrze. Promień balonu zmniejszył się o 25%. O ile zmalało jego pole 
powierzchni? 


[р] 6. Ма rysunku poniżej przedstawiono stożek, półkulę i walec. Wszystkie bryły 
mają taką samą podstawę, a wysokości stożka i walca są równe promieniowi 
półkuli. Uzasadnij, że objętości tych brył są kolejnymi wyrazami ciągu 
arytmetycznego. 


b. e 
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[р] 7. a) Sześcian z brązu przetopiono na kulę. Wykaż, że stosunek pola po- 
wierzchni tej kuli do pola powierzchni sześcianu jest równy z. 
b) Metalowy walec, którego przekrój osiowy jest kwadratem, przetopiono 


na kulę. Wykaż, że promień tej kuli jest równy Z: promienia podstawy 


walca. 


8. Кша і stożek mają równe objętości. Promień podstawy stożka jest równy r, 
a stosunek jego pola powierzchni bocznej do pola podstawy wynosi 2,6. 
Wyznacz promień kuli. 


9. Środki dwóch sfer są oddalone od siebie о 10 cm, a ich promienie są równe 
ry i r2. Oblicz długość okręgu będącego częścią wspólną obu tych sfer. 
a) т = 6 cm, m = 8 cm b) rı = 6 cm, rx = 14cm 


10. Środek sfery o promieniu r, należy do sfery o promieniu r2. Oblicz długość 
okręgu będącego częścią wspólną obu tych sfer. 
a) rı =4 cm, r2 =3 cm 
b) rı = 6 cm, rz =2Y3 cm 


11. Kulę o średnicy 7 przecięto dwiema płaszczy- 
znami, które są do siebie prostopadłe (rysu- 
nek obok). Otrzymane przekroje są kołami 
o promieniach 2 i 3. Oblicz długość odcinka 
będącego częścią wspólną obu przekrojów. 


Czaszą kulistą (czaszą kuli) nazywamy każdą 
z dwóch części, na które dzieli powierzch- 
nię kuli przecinająca ją płaszczyzna. Pole po- 
wierzchni czaszy kulistej wyraża się wzorem: 
Р =2zRh 

Każdą z dwóch brył, na które dzieli kulę prze- 
cinająca ją płaszczyzna, nazywamy odcinkiem 
kulistym (odcinkiem kuli). Objętość odcinka R - promień kuli, 
kulistego wyraża się wzorem: r — promień podstawy 


V = Lrh?(3R— h) = trh(śr* + h?) E 


12. Kulę o promieniu 6 cm przecięto płaszczyzną, której odległość od środka 
kuli jest równa 3 cm. Oblicz objętości otrzymanych odcinków kuli. 
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Odwzorowania kartograficzne 


Odwzorowanie powierzchni Ziemi na płaszczyźnie, 
jaką jest płaska mapa, pociąga za sobą różne zniekształ- 
cenia. Mogą to być zniekształcenia pól powierzchni, 
długości bądź kątów. Oto przykłady dwóch odwzoro- 
wań wiernokątnych, czyli zachowujących zależności 
kątowe między południkami a równoleżnikami. 


Odwzorowanie walcowe Odwzorowanie stożkowe 
Powierzchnia modelu Ziemi jest Powierzchnia modelu Ziemi 
odwzorowana na powierzchni bocznej jest odwzorowana na powierzchni 
walca stycznego do powierzchni modelu bocznej stożka stycznego do 
wzdłuż równika. Obrazami południków są powierzchni modelu wzdłuż 
proste prostopadłe do równika. jednego z równoleżników. 


Takie odwzorowanie nazywamy odwzoro- Za pomocą takich siatek przedstawia się 
waniem Merkatora, od nazwiska flamandz- na przykład obszary między zwrotnikami 
kiego matematyka i kartografa (1512-1594). a kołami podbiegunowymi. 


Zauważ, że w tym odwzorowaniu szczególnie 
zniekształcone są obszary okołobiegunowe. 


E] Znajdź informacje o odwzorowaniu powierzchni Ziemi za pomocą siatki azymutalnej. 


3.4. Bryły podobne 


Dwie bryły są podobne, jeśli odległości mię- 
dzy punktami jednej bryły są ргорогсјопа]- 


ne do odległości między odpowiadającymi 

im punktami drugiej bryły. Stosunek odle- t śl 

głości między odpowiednimi punktami brył kai 

podobnych nazywamy skalą podobieństwa. 1 em 1,5 cm 


Na przykład dowolne dwie kule czy dowolne dwa sześciany są podobne. Na 
rysunku powyżej skala podobieństwa większego sześcianu do mniejszego jest 
równa 3, co możemy też zapisać 3:2. 


Ćwiczenie 1 
Na: rysunku Pózódstówiowo wielościany padobna OBLICZ oraz роаај-аке 
podobieństwa mniejszego wielościanu do większego. 


a) b) 


3.6 


Рггукіаа 1 
Pole powierzchni kuli Кү jest dwa razy większe od pola powierzchni kuli Ку. 
Oblicz stosunek objętości tych kul. 


Niech ry i r; będą odpowiednio promieniami kul K, i Аз. Stosunek pól po- 
wierzchni tych kul: so D (ау Ee; 


т T (rz 
st to skala podobieństwa kuli А, do kuli K3. 


zatem & = ү — zauważmy. 
Obliczamy stosunek objętości: 


a OJ 


Tars = 
fari r 


Jeśli skala podobieństwa brył podobnych jest równa a:b, to: 
= stosunek pól powierzchni tych brył jest równy а2: 0°, 
» stosunek objętości tych brył jest równy a3: bř. 


Ćwiczenie 2 
Dane s dwa sześciany: Pole powierzchni pierwszego jest czterokrotnie większe 
od pola powierzchni drugiego. Oblicz stosunek objętości tych sześcianów. 
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Ćwiczenie 3 

Dane są dwie kule. Objętość pierwszej jest równa 367 cmš, a jej promień jest 
dwa tezy: krótszy оа promienia drugiej kuli. Oblicz objętość drugiej kuli. Jaki 
jest stosunek pól powierzchni tych kul? 


Przykład 2 ZN 


Stożek o promieniu podstawy 8 cm i wysokości 
12 cm przecięto płaszczyzną prostopadłą do tej wy- 
sokości w odległości 3 cm od wierzchołka S (rysu- 
nek obok). Oblicz objętości brył, na które płasz- 
czyzna podzieliła stożek. 
Obliczamy objętość dużego (wyjściowego) stożka: š 
wa APA M W wyniku przecięcia stożka 
V=grr*h = za-8-12= 2567 [em] płaszczyzną równoległą do 


Skala podobieństwa małego stożka do dużego: jego podstawy otrzymujemy 
ły: stożek i stożek 


Bo 19 9 
Zatem objętość małego stożka: 
1)? 256 
= (3) -V = = 47 jem) 
Obliczamy objętość stożka ściętego: V, = V — V, = 2567 — 47 = 2527 [em?]. 


Ćwiczenie 4 

Stożek o objętości 277 сш? przecięto plas а równoległą do podstawy. 
Płaszczyzna ta podzieliła wysokość stożka w stosunku 2:1, gdy liczymy od 
podstawy. Oblicz objętości brył powstałych w wyniku tego podziału. 


Zadania 


1. Promienie podstaw dwóch walców oraz ich wy- 
sokości są równe гү, hy i ra, ha (rysunek obok). 
Sprawdź, czy te walce są podobne. 


a) rı = 20 cm, hy = 24 cm, 


r2 = 12 em, ћ = 15 cm ‚йене 


b) ry = 12 cm, hi = 16 cm, rz = 9 cm, ћ = 12 cm 
2. a) Dane są dwa stożki podobne. Wysokość mniejszego stożka jest równa 
6 cm, a pole powierzchni całkowitej większego jest o 125% większe od pola 
powierzchni całkowitej mniejszego. Oblicz wysokość większego stożka. 
[р] b) Uzasadnij, że stożek o wysokości 4 i polu powierzchni całkowitej 247 
nie jest podobny do stożka o tworzącej 20 i objętości 1024r. 
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3. Ostrosłupy prawidłowe О, O», Оз і O4 są podobne. Przerysuj poniższą 
tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. Podaj skalę podobieństwa ostrosłupów: 


a) @ i O», b) O, i Оз, ©) 0103, d) 03104. 
Ostrosłup | Wysokość | Krawędź podstawy | Pole podstawy | Objętość 
о, 8 em 6 em 36 em? 96 сш? 
о» 2 9сш 7 ? 
OWN 7 144 cm? ? 
O, + 7 ? 12 cm? 


4. Na rysunku przedstawiono ostrosłup i jego przekrój płaszczyzną równole- 
głą do podstawy. Płaszczyzna ta podzieliła ostrosłup na dwie części. Oblicz 


5. Stożek został podzielony płaszczyzną równoległą do podstawy na dwie 
bryły o równych objętościach. W jakim stosunku płaszczyzna ta podzieliła 
wysokość stożka? 


[р] 6. Korzystając z oznaczeń na rysunku obok, wypro- 
wadź wzór na: 
a) objętość stożka ściętego w zależności od r, R, h, 


b) pole powierzchni bocznej stożka ściętego w za- 
leżności od r, R, l. 


7. Podstawami stożka ściętego są koła o promieniach 1 cm i 4 cm, a odle- 
głość między płaszczyznami podstaw jest równa 6 cm. Stożek ten został 
podzielony płaszczyzną równoległą do jego podstaw na dwie bryły po- 
dobne. Oblicz objętości tych brył. 


[р] 8. Podstawami stożka ściętego są koła o promieniach гү i rz. Płaszczyzna 
poprowadzona równolegle do podstaw podzieliła ten stożek na dwa stożki 
ścięte podobne. Uzasadnij, że skala ich podobieństwa jest równa „/71. 
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Zasada Cavalieriego 


Bonaventura Cavalieri [czyt. kawalieri] (1598-1647), matematyk włoski, sfor- 
mułował następującą zasadę, zwaną zasadą Cavalieriego. 


Jeśli przekroje dwóch brył dowolną płasz- 
czyzną równoległą do pewnej ustalonej 
płaszczyzny mają równe pola, to bryły te 
mają równe objętości. 


Poniżej pokażemy, jak tę zasadę można wykorzystać do udowodnienia wzoru 
na objętość kuli. 


połowę kuli o promieniu r oraz walec o promieniu podstawy r 
r. Z walca usuwamy stożek w sposób przedstawiony na rysunku. 
у, że przekroje obu brył płaszczyznami równoległymi do podstawy 
walca mają równe pola. 


Rozważmy przekroje poprowadzone na wysokości т od podstawy walca. 
Przekrój półkuli jest kołem o promieniu yr? — 22, pole tego przekroju jest 
więc równe z(r2 — т?). 

Przekrój walca z usuniętym stożkiem jest pierścieniem o promieniach wewnę- 
trznym « i zewnętrznym r, zatem jego pole jest równe mr? — ra? = r(r* — 22). 
Pola te są równe, więc zgodnie z zasadą Cavalieriego objętości obu brył są 
równe. Objętość półkuli jest równa różnicy objętości 
walca i objętości stożka: V, — V, = zr*—żmr* = żmr”. 
Zatem objętość kuli dana je: 


[р] 1. Kulę o promieniu R przecięto walcem (rysunek 
obok), a następnie usunięto z niej część wspólną 
tej kuli oraz walca i otr 
o wysokości h. Udowodnij (lub znajdź dowód w do- 
stępnych źródłach), że objętość takiego pie 
nie zależy od wielkości kuli, a tylko od wysokości h. 


ymano pierścień kulisty 


ienia 
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*3.5. Bryły opisane na kuli 


Sześcian opisany na kuli (kula wpisana w sześcian) 
Kula jest styczna do każdej ścia- 
H С пу sześcianu. Kwadrat EFGH jest 
przekrojem sześcianu przechodzą- 
R R cym przez środki odpowiednich kra- 
wędzi. Jeśli sześcian jest opisany na 
kuli o promieniu R, to jego krawędź 
E F ша długość 2R. 
Uwaga. Jeśli prostopadłościan jest opisany na kuli, to musi on być sześcianem (uzasadnij). 


Ostrosłup prawidłowy czworokątny opisany na kuli (kula wpisana w ostrosłup) 
Kula jest styczna do podstawy oraz 
wszystkich ścian bocznych ostrosłu- 
pa. Trójkąt EFS jest przekrojem 
ostrosłupa przechodzącym przez je- 
go wysokość oraz środki dwóch prze- 

iwległych krawędzi podstawy. Jeśli 
ostrosłup jest opisany na kuli o pro- 
mieniu R, to trójkąt ten jest opisany 
na okręgu o promieniu R. 


Walec opisany na kuli (kula wpisana w walec) 


Kula jest styczna do obu podstaw 
walca i do każdej jego tworzącej. 
Kwadrat ABCD jest przekrojem 
osiowym walca. Jeśli walec jest opi- 
sany na kuli o promieniu R, to je- 
go przekrój osiowy jest kwadratem 
B o boku 2R. 


с 


Stożek opisany па kuli (kula wpisana w stożek) 


Kula jest styczna do podstawy stoż- 
ka i do każdej jego tworzącej. Trójkąt 
ABS jest przekrojem osiowym stoż- 
ka. Jeśli stożek jest opisany na kuli 
o promieniu R, to jego przekrój osio- 
wy jest trójkątem opisanym na okrę- 
gu o promieniu R. 


3.5. Bryły opisane na kuli 
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Przykład 1 

Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 12 cm, 
a jego ściana boczna tworzy z podstawą kąt 60°. Oblicz objętość kuli wpisanej 
w ten ostrosłup. 

Niech punkt 8 będzie wierzchołkiem ostrosłupa, А 

punkt E — środkiem krawędzi AD, 

punkt F — środkiem krawędzi BC, 

a punkt O — środkiem odcinka EF. с 
Rozpatrzmy trójkąt EFS: 4SEF =4SFE = 60°, 


więc jest to trójkąt równoboczny. Я r 
Zatem |SO| = 12- У = 6v3 [em]. p 
Promień r koła wpisanego w trójkąt EFS jest 

zarazem promieniem kuli wpisanej w ostrosłup: 


r= 1180] = 2у3 cm 


Zatem objętość kuli: Д ^ 
= апт? = za(2v3)* = 327 V3 (сш? 


3 


Ćwiczenie 1 

a) Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 
18 cm, a jego ściana boczna tworzy z podstawą kąt 2a oraz tga = 3. Oblicz 
objętość kuli wpisanej w ten ostrosłup. 


b) Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 
4v3 cm. Kula wpisana w ten ostrosłup ma promień 2 cm. Oblicz miarę kąta 
nachylenia ściany bocznej do podstawy tego ostrosłupa oraz jego objętość. 


Przykład 2 
Oblicz promień kuli wpisanej w stożek o promieniu podstawy 4 i tworzącej 
równej 6. 


Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku poniżej, na którym przedstawiono 
przekrój osiowy ABS stożka. 
Obliczamy wysokość stożka i pole tego przekroju: 


|SD| = VE- 8 = 2/5 
P=1.8.2/5=8y5 Fak 


Promień r kuli wpisanej w stożek jest promieniem 
okręgu wpisanego w trójkąt ABS, zatem: á \ 
= |АВ|+1В5|+|А5| _ 3 
P= келек ЕДЕР 10r A 4 B 


Otrzymujemy 10r = 8v5, skąd r = 45. 
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Ćwiczenie 2 
Na kuli opisano stożek, którego przekrój osiowy jest trójkątem: 
a) równobocznym о boku 12, — b);prostolątnym o przeciwpostolątnej 6: 


Oblicz promień tej kuli. 


Przykład 3 
Wyznacz promień kuli wpisanej w czworościan 
foremny o krawędzi a (rysunek obok). 


Oznaczmy przez R promień kuli wpisanej w ten 
czworościan, a przez H jego wysokość. 


Przypomnijmy, że H = Еш 
Rozpatrzmy trójkąt APS będący przekrojem 


tego czworo: 
Trójkąty SOQ i SPO, są podobne, zatem: 


апп. 


1091 _ РО „л в _ SA 
180] = Py Ë q-R = зул 
R A 
H-R"3 LAG 
3R=H-R 
R=lg=1.a/6_ 6 SZ 
жї, кёл ТЕ лыр A А О: Р 
Ćwiczenie 3 


Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość a, a kra- 
wędź boczna — 2a. Wyznacz promień kuli wpisanej w ten ostrosłup. 


Zadania 


1. Oblicz promień i objętość kuli wpisanej w sześcian, jeżeli wiadomo, że: 
a) długość krawędzi sześcianu jest równa 6, 
b) długość przekątnej sześcianu jest równa 8. 


2. Oblicz stosunek objętości sześcianu do objętości wpisanej w niego kuli. 


3. a) Oblicz objętość walca opisanego na kuli o promieniu 2. 
b) Oblicz promień kuli wpisanej w walec, którego przekrój osiowy jest 
kwadratem o przekątnej długości V2. 


[р] 4. Wykaż, że jeśli w walec wpiszemy kulę, to zarówno stosunek ich pól po- 


wierzchni, jak i stosunek ich objętości są równe 3:2. 


3.5. Bryły opisane na kuli 
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[р] 5. Daną kulę można wpisać w pewien graniastosłup prawidłowy trójkątny 
oraz w pewien graniastosłup prawidłowy czworokątny. Uzasadnij, że sto- 
sunek objętości tych graniastosłupów jest równy зз. 


6. Na kuli opisano graniastosłup prawidłowy sześciokątny, którego krawędź 
podstawy ma długość 5. Oblicz promień kuli oraz wysokość graniastosłupa. 


7. Przekrój ostrosłupa prawidłowego czworokątnego zawierający dwie jego 
krawędzie boczne jest trójkątem równobocznym. W ostrosłup ten wpisano 
kulę. Oblicz stosunek objętości tej kuli do objętości ostrosłupa. 


8. Ostrosłup prawidłowy czworokątny o krawędzi podstawy 6 opisano na kuli 
o promieniu уЗ. Oblicz miarę kąta dwuściennego zawartego między ścianą 
boczną a podstawą ostrosłupa. 


9. Oblicz promień kuli wpisanej w ostrosłup pra- 
widłowy czworokątny, którego każda krawędź 
ma długość 8. 


10. W ostrosłup prawidłowy sześciokątny przedsta- 
wiony na rysunku obok wpisano kulę. Oblicz 
pole powierzchni tej kuli. 6v3 


[р] 11. Ostrosłup o polu powierzchni całkowitej Р, jest opisany na kuli o promie- 
niu r. Uzasadnij, że objętość tego ostrosłupa jest równa ІР, *r. 


12. Wyznacz pole powierzchni kuli wpisanej w stożek, którego przekrojem 
osiowym jest trójkąt równoramienny o polu $ i największym kącie równym: 
a) 907, b) 1207. 


*13. Kula wpisana w stożek ma pole powierzchni 
dwa razy mniejsze od pola powierzchni całkowi- 
tej stożka. Oblicz cosinus kąta nachylenia two- 
rzącej tego stożka do jego podstawy. 


14. Podstawami stożka ściętego są koła o promie- 
niach 2 i 8 (rysunek obok). Oblicz objętość kuli 
wpisanej w ten stożek. 


15. Ostrosłup prawidłowy sześciokątny, którego kąt płaski przy wierzchołku 
ma miarę 2a, przecięto płaszczyzną równoległą do podstawy i styczną do 
kuli wpisanej w ten ostrosłup. Wyznacz stosunek objętości wielościanów, 
na które płaszczyzna przekroju podzieliła ten ostrosłup. 
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*3.6. Bryły wpisane w kulę 


Prostopadłościan wpisany w kulę (kula opisana na prostopadłościanie) 
Wszystkie wierzchołki prostopadło- 
ścianu leżą na powierzchni kuli. 
Prostokąt ACCA, jest przekto- 
jem prostopadłościanu przechodzą- 
cym przez przekątne jego podstaw 
— przekątna prostopadłościanu jest 
średnicą kuli. 


Ostrosłup czworokątny wpisany w kulę (kula opisana na ostrosłupie) 

Wszystkie wierzchołki ostrosłupa le- 
żą na powierzchni kuli. Trójkąt ACS 
jest przekrojem ostrosłupa popro- 
wadzonym przez jego wierzcholek 
i przekątną podstawy. Jeżeli wyso- 
kość ostrosłupa jest dłuższa od pro- 
mienia kuli, to środek kuli leży we- 


Okręgi ograniczające podstawy wal- 
ca zawierają się w powierzchni kuli. 
Prostokąt ABCD jest przekrojem 
osiowym walca — jego przekątna jest 
średnicą kuli. 


Stożek wpisany w kulę (kula opisana na stożku) 


Okrąg ograniczający podstawę stoż 
ka zawiera się w powierzchni kuli, 
a wierzchołek stożka leży na po- 
wierzchni kuli. Trójkąt ABS jest 
przekrojem osiowym stożka. Jeśli 
wysokość stożka jest dłuższa od pro- 
mienia kuli, to środek kuli leży we- 
wnątrz stożka. 


3.6. Bryły wpisane w kulę 


Przykład 1 
Oblicz promień kuli opisanej na sześcianie, którego krawędź ma długość 6 cm. 
Rozpatrzmy prostokąt ACC,A, będący przekrojem 
sześcianu płaszczyzną przechodzącą przez przekątne 
AC і A,C, podstaw sześcianu (rysunek obok). 
Aby obliczyć promień kuli, korzystamy z twierdzenia 
Pitagorasa dla trójkąta ACA,: 

(2R)? = 6? + (6v3)? 
zatem R? = 27, stąd R = 3V3 cm. 


Ćwiczenie 1 

a) Oblicz objętość kuli opisanej na graniastosłupie prawidłowym czworokąt- 
nym o wysokości 10 cm, którego pole podstawy jest równe 32 cm?. 

b) Pole powierzchni kuli jest równe 127 cm?. Oblicz objętość sześcianu wpi- 
sanego w tę kulę. 


Przykład 2 

W kulę o promieniu 3 cm jest wpisany ostrosłup prawidłowy czworokątny, któ- 
rego krawędź boczna tworzy z podstawą kąt 60°. Oblicz objętość tego ostro- 
słupa. 


Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach obok. Oznacz- 
my dodatkowo przez h wysokość trójkąta ACS, przez a — 
długość jego boku, a przez R - promień kuli. 

4SAC = 4SCA = 60°, więc trójkąt ACS jest równo- 
boczny. 

Korzystamy z zależności R = 


2 


i otrzymujemy: 


h= 3 cm, jednocześnie h = ву, więc a = З\/З сш. 
Przekątna podstawy ostrosłupa ma długość 3v3 cm, 
zatem krawędź podstawy ma długość 2⁄8 cm. 
Wysokość trójkąta ACS jest też wysokością ostrosłupa. 
Zatem objętość ostrosłupa: 


1 түз 
V=3P,h=z( 


ВІ Agra 
= + = 20.25 [em°] 


Ćwiczenie 2 

W kulę o promieniu 6 em jest wpisany ostrosłup prawidłowy czworokątny, któ- 
rego krawędź boczna tworzy z podstawą kąt 45°. Oblicz objętość tego ostro- 
słupa. 
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Przykład 3 
Wyznacz promień kuli opisanej na czworościanie foremnym o krawędzi a. 
Promień kuli opisanej na czworościanie oznaczmy 
przez R, a wysokość czworościanu — przez H. 
Przypomnijmy, że H = af, 

Rozpatrzmy trójkąt APS będący przekrojem czwo- 
rościanu (rysunek obok). 

Trójkąt АО,О jest trójkątem prostokątnym o bo- 
kach |AO| = R, |AO,| = 2. 52 = 52 oraz: 


00|=H-R=SE_R 
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy: 
аузү аб | z 
(TOE a) = 


За? | ба? _ 2av6, a_ pa 
Ж +S — RARR 


Ćwiczenie 3 
Wyznacz objętość kuli opisanej na ostrosłupie prawidłowym trójkątnym o kra- 
wędzi podstawy a i krawędzi bocznej 2a. 


Przykład 4 
W kulę o promieniu R wpisano bryłę złożoną z dwóch stożków połączonych 
podstawami o promieniu r. Wyznacz objętość tej bryły. 
Oznaczmy przez hy i һә wysokości danych stożków. 
Wyznaczamy ich objętości: 
V, = іл, V; = зт? 
Wyznaczamy objętość bryły: 
V = V, +V; = лг? + {arh = 
= 1mr2(hi + ha) 
Ale hi + h> = 2R, więc V = ?лт?В. 


Ćwiczenie 4 

W kulę o promieniu R wpisano dwa stożki o wspólnej podstawie. Pole po- 
wierzchni bocznej jednego z nich jest dwa razy większe od pola powierzchni 
bocznej drugiego. Wyznacz wysokość większego stożka. 
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Zadania 


А 


*9. 


a) Oblicz objętość sześcianu, na którym opisano kulę o promieniu 2 сш. 


b) Oblicz objętość kuli opisanej na sz 
całkowitej jest równe 864 cm?. 


ianie, którego pole powierzchni 


W kulę o promieniu 7 cm wpisano graniastosłup prawidłowy czworokątny 
o polu podstawy równym 16 cm?. Oblicz wysokość tego graniastosłupa. 


a) W kulę o promieniu 13 wpisano walec, którego wysokość jest równa 10. 
Oblicz objętość tego walca. 

b) W kulę o promieniu 5 wpisano walec, którego pole powierzchni bocznej 
jest równe 487. Oblicz objętość tego walca (rozpatrz dwa przypadki). 


a) Promień podstawy stożka jest równy 6 cm, a kąt między tworzącą 
a podstawą ma miarę 15°. Oblicz odległość środka tej podstawy od środka 
kuli opisanej na tym stożku. 

b) Promień podstawy stożka jest równy r, a kąt między tworzącą stożka 
a jego podstawą ma miarę a. Wyznacz objętość kuli opisanej na tym 
stożku. 


'Tworząca stożka jest nachylona do podstawy pod kątem a. Oblicz stosunek 
objętości kuli wpisanej w ten stożek do objętości kuli na nim opisanej dla: 
a) a = 45°, b) a = 30°. 


a) Na ostrosłupie prawidłowym czworokątnym, którego ściany boczne sa 
nachylone do podstawy pod kątem 60°, opisano kulę o polu powierzchni 
16r. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 

b) Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość 
równą a, a jego ściany boczne są nachylone do podstawy pod kątem 45°. 
Wyznacz promień kuli opisanej na tym ostrosłupie. 


Oblicz objętość ostrosłupa prawidłowego czworokątnego o krawędzi pod- 
stawy 8 wpisanego w kulę o promieniu 6 (rozpatrz dwa przypadki). 


Wyznacz promień kuli opisanej na graniastosłupie prawidłowym trójkąt- 
nym, którego wszystkie krawędzie mają długość a. 


Ściany boczne ostrosłupa prawidłowego trójkątnego są trójkątami prosto- 
kątnymi. Oblicz stosunek objętości tego ostrosłupa do objętości kuli na 
nim opisanej. 
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*3.7. Inne bryły wpisane i opisane 


Poniżej przedstawiono przykłady brył wpisanych i opisanych. 


Walec opisany na graniastosłupie (graniastosłup wpisany w walec) 


Podstawy graniastosłupa są wpi- 
sane w podstawy walca. Na rysun- 
kach przedstawiono walec opisany 
na graniastosłupie prawidłowym 
czworokątnym oraz podstawę wal- 
ca z wpisaną w nią podstawą gra- 
niastosłupa. 


Walec wpisany w graniastosłup (graniastosłup opisany na walcu) 


Podstawy walca są wpisane w pod- 
stawy graniastosłupa. Na rysun- 
kach przedstawiono walec wpisany 
w graniastosłup prawidłowy czwo- 
rokątny oraz podstawę walca z opi- 
saną na niej podstawą graniasto- 
słupa. 


Walec opisany na stożku (stożek wpisany w walec) 


Podstawa stożka pokrywa się z jed- 
ną podstawą walca, a wierzchołek 
stożka należy do drugiej podsta- 
wy walca. Na rysunku po prawej 
przedstawiono wspólny przekrój 
osiowy tych brył. 


Walec wpisany w stożek (stożek opisany na walcu) 


š 


AG D 


Okrąg ograniczający jedną podsta- 

wę walca zawiera się w powierzch- 

ni bocznej stożka, a druga pod- 

stawa walca zawiera się w podsta- 

wie stożka. Na rysunku po pra- 

wej przedstawiono wspólny prze- 
В krój osiowy tych brył. 


3.7. Inne bryły wpisane i opisane 


Ćwiczenie 1 

a) Oblicz objętość walca opisanego na sześcianie o krawędzi 6 cm. 

b) Oblicz stosunek objętości walca opisanego na sześcianie do objętości walca 
wpisanego w ten sześcian. 


Ćwiczenie 2 
Na stożku o tworzącej długości 6 cm i kącie rozwarcia a opisano walec. Oblicz 
objętość tego walca, jeśli wiadomo, że: a) a = 45°, b) cosa =}. 


Ćwiczenie 3 

а) Walec o promieniu podstawy równym 1 i wysokości 4 jest wpisany w stożek 
o kącie rozwarcia 90°. Oblicz objętość tego stożka. 

b) Walec o promieniu podstawy równym v i wysokości 2 jest wpisany w sto- 
żek o kącie rozwarcia 120°, Oblicz pole powierzchni całkowitej tego stożka. 


Przykład 1 

Na ostrosłupie prawidłowym czworokątnym opisano stożek w ten sposób, że 
podstawa ostrosłupa jest wpisana w podstawę stożka, a wierzchołki obu brył 
się pokrywają. Oblicz stosunek objętości stożka do objętości ostrosłupa. 


Oznaczmy przez r promień podstawy stożka, wów: 
przekątna podstawy ostrosłupa ma długość 2r, a jego 
krawędź podstawy ma długość V2r. 


Ozmaczmy przez h wspólną wysokość ostrosłupa i stożka. 


Wówczas objętość stożka: Vs = trr*h. 


Wyznaczamy objętość ostrosłupa: 
Vgm (Vr)? -h = zh 


Zatem stosunek objętości stożka do objętości ostrosłupa: 


Vo 


3r%h 
Ćwiczenie 4 

Ostrosłup prawidłowy sześciokątny wpisano w stożek w ten sposób, że pod- 
stawa ostrosłupa jest wpisana w podstawę stożka, a wierzchołki obu brył się 
pokrywają. Wyznacz stosunek objętości stożka do objętości ostrosłupa. 


[р] ćwiczenie 5 
Stożek wpisano w ostrosłup prawidłowy czworokątny w ten sposób, że pod- 
stawa stożka jest wpisana w podstawę ostrosłupa, a wierzchołki obu brył się 
pokrywają. Wykaż, że stosunek objętości ostrosłupa do objętości stożka jest 
równy 2. 
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Zadania 


E 


10. 


Dany jest graniastosłup prawidłowy sześciokątny. Oblicz stosunek obję- 
tości walca opisanego na tym graniastosłupie do objętości walca w niego 
wpisanego. 


W prostopadłościan, którego podstawa jest kwadratem, wpisano walec. 
Pole powierzchni całkowitej tego prostopadłościanu jest równe 16. Oblicz 
pole powierzchni całkowitej walca. 


Wysokość graniastosłupa jest równa 5 cm, a jego podstawą jest trójkąt 
prostokątny o przyprostokątnych długości 6 cm i 8 cm. Oblicz objętość 
walca: 


a) opisanego na tym graniastosłupie, b) wpisanego w ten graniastosłup. 


W stożek o promieniu podstawy 3 wpisano walec o wysokości 4 i promieniu 
podstawy 2. Oblicz objętość tego stożka. 


W walec o promieniu podstawy 5 wpisano stożek, którego powierzchnia 
boczna po rozwinięciu jest połową koła. Oblicz pole powierzchni całkowitej 
tego walca. 


W walec wpisano stożek. Pola powierzchni bocznych obu brył są równe. 
Oblicz miarę kąta rozwarcia stożka. 


zr 
W stożek ścięty, w którym stosunek promieni pod- 
równy 1:4, wpisano walec jak na rysunku 

obok. Oblicz, jaką część objętości stożka ściętego dE 
stanowi objętość walca. 


Oblicz sinus kąta nachylenia tworzącej stożka ściętego do podstawy, jeżeli 
wiadomo, że w bryłę tę można wpisać kulę o objętości cztery razy mniejszej 
niż objętość tego stożka ściętego. 


Wyznacz największą możliwą objętość sze- 
ścianu zawartego w półkuli o promieniu R 
(rysunek obok). 


Prostopadłościan ma osiem krawędzi długo- 
ści z i cztery krawędzie długości 22. Oblicz 
największą możliwą objętość takiego prosto- 
padłościanu, jeśli wiadomo, że jest on za- 
warty w półkuli o promieniu 15. 


3.7. Inne bryły wpisane i opisane 


*3.8. Zagadnienia optymalizacyjne 


Przykład 1 
Jakie wymiary powinna mieć puszka w kształcie walca o polu powierzchni 
całkowitej 1507 cm2, aby jej objętość była największa? 


Oznaczmy przez r promień podstawy walca, 
a przez h — jego wysokość. | 4 


Pole powierzchni całkowitej walca: 
Р, = mr? + 2rrh = 150т 
150-2? L TEL. gdzie r € (0:53). 
Wyznaczamy objętość walca jako funkcję zmiennej r: A 
75-г? Е, Б 
= п(75г — r’), r € (0;5/3) 
Aby wyznaczyć największą wartość funkcji У, obliczamy jej pochodną: 
V'(r) = z(75 — 3r2) 
V'(r) =0 dla r=5 
V'(r) > 0 dla r € (0;5) oraz V'(r) < 0 dla r € (5:5V3). 


Pochodna V’ zmienia znak z dodatniego na ujemny 


Stąd h = 


V(r) = zh = mr. — 


w punkcie r więc w punkcie tym funkcja V osiąga maksimum. ` 


Funkcja V rośnie w przedziale (0; 5) i maleje w przedziale (5; 5v3), więc ob- 
= 10 [сш]. 


jętość walca jest największa dla r = 5 cm i h = 


Ćwiczenie 1 
Oblicz promień podstawy i wysokość walca, którego przekrój osiowy jest pro- 
stokątem o obwodzie 12 cm і który ma największą możliwą objętość. 


Ćwiczenie 2 
Jakie wymiary powinna mieć puszka w kształcie walca o objętości 1 1, aby 
zużyć jak najmniej materiału do jej wytworzenia? 


Ćwiczenie 3 

Blaszana puszka w kształcie walca ma mieć pojemność 0,4 аз. Na wycięcie 
kół na obie podstawy puszki trzeba przeznaczyć kwadratowe kawałki blachy. 
Cena materiału, z którego wykonuje się podstawy, jest o 5% wyższa od ceny 
materiału, z którego wykonuje się powierzchnię boczną. Jakie wymiary po- 
winna mieć puszka, aby koszt jej wykonania był najmniejszy? 
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Przykład 2 


Jaką największą objętość może mieć stożek, którego przekrój osiowy jest trój- 


kątem o obwodzie równym 8 cm? 


Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. 
21+2r = 8, czyli I = 4—r. Zauważmy, żel > r > 0, 
czyli 4 — r > r > 0, skąd r € (0:2). 
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trójkąta 
OBS: 

h= /ЇЙ—т?ї = \/(4— т)? — т? = /16—8г 
Wyznaczamy objętość stożka jako funkcję zmien- 
nej r: 


V(r) = 


Tr h = inr? V16- 8r = 


5 
U 
A o r= 


nv16r* —8r5, r € (0;2) 


Rozpatrzmy funkcję pomocniczą f(r) = 16r! — 8,5, gdzie r € (0;2). 


Funkcja g(t) = V jest rosnąca, więc funkcje V i f osiągają wartość największą 


dla tego samego argumentu. 


f'(r) = 64r3 — 40r', gdzie r € (0;2) 


64r3 — 40r' =0 dla r € {0,5 
Z założenia r € (0;2), zatem f'(r) = 0 @ r = 8. 
Funkcja f rośnie w przedziale (0; Š) i maleje w prze- 
dziale (3;2), czyli dla r = Ê funkcje f i V osiagają 
wartości największe. 


Dla r = Š mamy h=+/16-8.$= 3/18 = 55 [em]. 


Obliczamy największą objętość stożka: 
—1_(8)? 475 _ 256V5r 
"БО Eae 


5 5 375 


Ćwiczenie 4 


= [en 


m*] 


Jaką największą objętość może mieć stożek, którego tworząca ma długość 


бсш? 


Zadania 


1. Wymiary puszki w kształcie walca o objętości 2 dm? zaprojektowano tak, 


aby do jej wykonania zuż 


ak najmniej blachy. Na całą powierzchnię 


boczną puszki naklejono etykietę. Oblicz powierzchnię tej etykiety. 


2. Spośród wszystkich walców o polu powierzchni całkowitej S wybrano ten, 
który ma największą objętość. Wyznacz jego wysokość i promień pod- 


stawy. 
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[р] 3. Spośród wszystkich walców o objętości V wybrano 
ten, który ma najmniejsze pole powierzchni całko- 
witej. Uzasadnij, że przekrój osiowy tego walca jest 
kwadratem. 


4. Oblicz, jaką największą część kuli może stanowić wpi- 
sany w nią walec (rysunek obok). 


5. Spośród wszystkich stożków o tworzącej / wybrano ten, który ma najwięk- 
szą objętość. Oblicz miarę kąta środkowego wycinka koła, który tworzy po 
rozwinięciu powierzchnia boczna tego stożka. 


6. Dany jest trójkąt równoramienny o obwodzie równym 24 cm. Trójkąt ten 
obrócono wokół jego podstawy. Dla jakich długości podstawy i ramion 
takiego trójkąta otrzymana bryła obrotowa ma największą możliwą obję- 
tość? 


7. Spośród wszystkich stożków wpisanych w kulę o pro- 
mieniu 12 cm wybrano ten o największej objętości. 
Oblicz jego wysokość i promień podstawy. 


*8. Oblicz, jaką najmniejszą objętość może mieć stożek 
opisany na kuli o promieniu 4 cm. 


9. W stożek o promieniu podstawy r i wysokości h wpi- 
sano prostopadłościan. w którym stosunek długości 
krawędzi podstawy wynosi 2:1. Wyznacz największą 
możliwą objętość tego prostopadłościanu. 

Uwaga. W stożek jest wpisany prostopadłościan, gdy wierz- 
chołki jego górnej podstawy należą do powierzchni bocznej 
stożka, a dolna podstawa jest zawarta w podstawie stożka. 


10. Trapez równoramienny o obwodzie 22 cm obraca się wokół dłuższej pod- 
stawy równej 6 cm. Dobierz długości pozostałych boków trapezu tak, aby 
otrzymać bryłę o największej możliwej objętości. 


[р] 11. Spośród wszystkich walców wpisanych w stożek, któ- 
rego przekrój osiowy jest trójkątem równobocznym 
о boku 2a, wybrano ten o największej objętości. Wy- 
każ, że objętość tego walca jest równa objętości kuli 
wpisanej w dany stożek. 
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3.9. Zagadnienia uzupełniające 
E Układ współrzędnych w przestrzeni 


Położenie dowolnego punktu w przestrzeni jest okreś- 
lone przez trójkę jego współrzędnych (2, у. 2). 
Wierzchołkami dolnej podstawy prostopadłościanu 
przedstawionego na rysunku obok są punkty: 
(0,0,0), (0,2,0), (3,2,0), (3,0,0), 

a wierzchołkami górnej podstawy — punkty: 
(0,0,4), (0,2,4), (3,2,4), (3,0.4). 


Współrzędne punktów należących do prostopadłościanu spełniają układ 
nierówności: GEE Z 

0<у<2 

0<:<4 
Obliczmy objętość tego prostopadłościanu: V = 2.3:4 = 24. 


1. Oblicz objętość graniastosłupa, do którego należą punkty o współrzędnych 
spełniających podany układ nierówności. 


0<r<5 2<r<8 0<=> 
a) {1<у<4 b) 4 -2<y<4 *c) {0<у<2-т 
2<z<6 -5£z<-2 0<z<4 
Rozpatrzmy walec o promieniu podstawy r i wy- z 


sokości h umieszczony w trójwymiarowym ukła- 
dzie współrzędnych (rysunek obok). Współrzędne 
punktów należących do tego walca spełniają układ 
nierówności: { gi ст" 


0<г<һ 


2. Oblicz objętość i pole powierzchni bocznej walca opisanego podanym ukła- 
dem nierówności. 


2+0 <9 
a) 
0<z<4 
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Odległość punktu P(z,y, z) od początku trójwymiarowego układu współ- 
rzędnych O(0,0,0) wyraża się wzorem (uzasadnij): 


Very tz 


A 
Zatem nierówność: 

ax? py? +27 <r* 
gdzie r > 0, opisuje kulę o środku w punkcie O 
i promieniu r, a równanie: 

ay +2 = r 


opisuje sferę będącą powierzchnią tej kuli. 


Na przykład nierówność т? + y? + 22 < 36 opisuje kulę o środku w punk- 
cie 0(0,0,0) i promieniu r = 6. Jej objętość: V = іт. 6° = 2887, a pole 
powierzchni: P = 4z - 6? = 1447. 


3. Oblicz pole powierzchni i objętość kuli opisanej nierówno: 
a) 2 +y? + 22 < 9, b) 2 + 2 +2? < 3, c) z2 +y? + z2 < 10. 


4. Podaj nierówność opisującą zbiór punktów (x,y,z) należących do kuli 
o środku w początku trójwymiarowego układu współrzędnych, jeśli wiado- 
mo, że: a) jej średnica jest równa 8, b) jej objętość jest równa 9727. 


Położenie punktu w przestrzeni możemy opi- 
sać za pomocą współrzędnych sferycznych. 

Rozpatrzmy punkt P’ będący rzutem pro- 
stokątnym punktu P(x,y, 2) na płaszczyznę 
OXY (rysunek obok). 

Aby określić położenie punktu P we współ- 
rzędnych sferycznych, podajemy: 

r – długość odcinka ОР, 

0 – kąt między odcinkiem ОР i odcinkiem OP" (3 < 6 < š), 
9 – kąt między odcinkiem OP" i osią OX (—z < ç < п). 


[р] 5. Uzasadnij, że współrzędne sferyczne punktu P(2,2,2V2) są równe: 
Tr=4,8=4 =š 


[р] 6. Uzasadnij, że współrzędne sferyczne punktu P(1, 1, V6) są równe: 
r=2vy2, 0=5, p=3 
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Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw | 


1. 


10. 


Dwa walce mają taką samą wysokość. Promień podstawy jednego z nich 
jest o 50% dłuższy od promienia podstawy drugiego. Oblicz stosunek ob- 


jętości tych walców. 
1 cmf 26 


Oblicz objętość metalu użytego do wykona- 4 em 


nia metalowej rury o wymiarach podanych 


na rysunku (skala nie jest zachowana). [zn] 


Oblicz pole przekroju osiowego walca, którego powierzchnia boczna po 
rozwinięciu jest prostokątem o wymiarach 7 em x 5 em. 


Powierzchnia boczna stożka po rozwinięciu jest wycinkiem koła o pro- 
mieniu 12 cm wyznaczonym przez kąt środkowy 225°. Oblicz objętość tej 
bryły. 


Wycinek koła o promieniu 2 wyznaczony przez kąt środkowy 90° zwinięto 
w powierzchnię boczną stożka. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego 
stożka. 


Stożek i walec mają równe pola powierzchni bocznych, równe tworzące 
i takie same objętości. Oblicz tangens kąta nachylenia tworzącej stożka do 
jego podstawy. 


Dany jest trójkąt równoramienny, w którym kąt przy podstawie ma miarę 
307, a wysokość opuszczona na podstawę jest równa 1. Oblicz objętość 
i pole powierzchni całkowitej bryły otrzymanej przez obrót tego trójkąta 
wokół: a) jego podstawy, b) jednego z jego ramion. 


Objętość bryły otrzymanej w wyniku obrotu trapezu równoramiennego 
wokół dłu podstawy stanowi 70% objętości bryły otrzymanej w wy- 
niku obrotu tego trapezu wokół krótszej podstawy. Oblicz stosunek dłu- 
gości podstaw trapezu. 


Kulę o środku O przecięto płaszczyzną i otrzymano w przekroju koło 
o środku S. Oblicz długość odcinka OS, jeśli wiadomo, że pole powierzchni 
kuli jest równe 207, a obwód przekroju jest równy 27. 


Stożek o wysokości 4 przecięto płaszczyzną równoległą do podstawy. Płasz- 
czyzna ta podzieliła powierzchnię boczną stożka na dwie części o równych 
polach. Oblicz odległość płaszczyzny przekroju od podstawy tego stożka. 


Zestawy powtórzeniowe 
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NA 


E Zestaw II 


e] 1. Wykaż, że jeżeli przekrój osiowy stożka jest trójkątem równobocznym, to 
pole powierzchni bocznej tego stożka jest dwa razy większe od pola jego 
podstawy. 


2. Przekrój osiowy stożka jest trójkątem prostokątnym o polu 32 cm2. Oblicz 
objętość graniastosłupa prawidłowego czworokątnego opisanego na tym 
stożku. 


3. Oblicz objętość stożka wpisanego w graniastosłup prawidłowy czworo- 
kątny, którego przekrój płaszczyzną zawierającą przekątne podstaw jest 
kwadratem o boku 5. 


4. W stożek o promieniu podstawy 6 wpisano graniastosłup prawidłowy 
czworokątny. Przekątna graniastosłupa ma długość 213, a pole jego pod- 
stawy jest równe 18. Oblicz objętość stożka. 


5. Wysokość walca wpisanego w stożek o promieniu podstawy 4 cm jest dwa 
razy krótsza od wysokości tego stożka. Oblicz, jaką część objętości stożka 
stanowi objętość walca. 


6. W kulę wpisano stożek o wysokości 4. Objętość stożka jest czterokrotnie 
mniejsza od objętości kuli. Oblicz pole przekroju osiowego stożka. 


7. Oblicz stosunek objętości kuli wpisanej w walec do objęt 
na tym walcu. 


kuli opisanej 


8. Kąt rozwarcia stożka ma miarę 2a. Wyznacz stosunek objętości kuli wpi- 
sanej w ten stożek do objętości kuli na nim opisanej. 


9. Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego ma długość r, 
a krawędź boczna ~ 2x. Wyznacz promień kuli: 
a) opisanej na tym ostrosłupie, b) wpisanej w ten ostrosłup. 
10. W kulę wpisano walec, którego promień podstawy stanowi 60% promienia 


kuli. Oblicz sinus kąta, pod którym ze środka kuli widać średnicę podstawy 
walca. 


11. W kulę o promieniu R wpisano stożek o wysokości H, gdzie H > R. Wy- 
znacz cosinus kąta rozwarcia stożka. 


12. Promień podstawy stożka jest dwa razy dłuższy od promienia kuli wpisanej 
w ten stożek. Oblicz cosinus kąta rozwarcia stożka. 
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Sposób na zadanie M 


W zadaniach ze stereometrii często kluczowe jest przeanalizowanie odpowied- 
niego przekroju danej bryły. 


Przykład 

W stożek o promieniu podstawy 2 i wysokości 6 wpisano 
ostrosłup prawidłowy trójkątny w następujący sposób: 
wierzchołek ostrosłupa jest środkiem podstawy stożka, 
a wierzchołki podstawy ostrosłupa należą do powierzchni 
bocznej stożka (rysunek obok). Oblicz największą moż- 
liwą objętość takiego ostrosłupa. 


Rozpatrzmy przekrój osiowy stożka zawierający środko- 
wą podstawy ostrosłupa — odcinek AP. 
Oznaczmy przez a krawędź podstawy ostrosłupa, a przez 
h jego wysokość (odcinek OO, na rysunkach). Wówczas: 
2,43 _ ауз 
1401= 2.52 — w 


3 
Trójkąty АО,5 i DOS są podobne, zatem: 


s 
1401] _ |8О\| 
IDo] ~ 180] 
czyli: 
ауз 
SĘ = sh gdzie h € (0:6) 
a/3=6—h 
A 
а= УМв-һ) 
Wyznaczamy objętość ostrosłupa jako funkcję zmiennej h: 
(=т= 1» A, = (Уңв-һ))-һ= 
SA 3 р o E 


12 


= (36h — 12h? + h?) 

gdzie h € (0:6). 
Obliczamy pochodną funkcji V: 

V'(h) = У®(з6— 24h + 342) = УЗ(12—8һ + h?) = УЗ(6— h)(2 — h) 
Dy: = (0:6), więc V'(h) = 0 dla h = 2. 
Funkcja V rośnie w przedziale (0; 2) i maleje w prze- 
dziale (2;6), zatem dla h = 2 osiąga wartość naj- 
większą: 


V(2) = 5(36.2— 12-448) = 3 = SB 


Odpowiedź: Największa objętość takiego ostrosłupa jest równa зу, 


Sposób na zadanie 


173! 


Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 


jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. 


Różnica objętości brył powstałych przez obrót prostokąta o bokach 4 cm 
i 6 ст wokół krótszego i wokół dłuższego boku jest równa: 

A. 48m cm, В. 427 cm*, C. 367 cm, D. 30z cem. 
Pole powierzchni calkowitej walca, którego przekrojem osiowym jest kwa- 
drat o boku а, jest równe: 

A. та?, B. żra?, C. 270°, D. $ra’. 

Przekrój osiowy stożka jest trójkątem równobocznym o boku 12. Pole po- 
wierzchni bocznej tego stożka jest równe: 

А. 1447, В. 727, С. 367, D. 247. 


Powierzchnia boczna stożka po rozwinięciu jest półkolem. Kąt rozwarcia 
tego stożka ma miarę: 
A. 1207, В. 90°, С. 60°, D. 45°. 


Trójkąt o bokach długości 15, 20 i 25 obracamy wokół najdłuższego boku 
i otrzymujemy bryłę złożoną z dwóch stożków o wspólnej podstawie. Ob- 
jętość tej bryły jest równa: 

A. 16007, B. 12007, С. 10007, D. 7507. 


Koło o polu 367 obracamy wokół średnicy. Otrzymujemy wówczas bryłę 


В. 240m. C. 1447, D. 1207. 


Suma promieni dwóch kul jest równa 12. Wynika stąd, że suma pól po- 
wierzchni tych kul może być dowolną liczbą z przedziału: 
А. (0:2407), В. (240r:288m), С. (288m;576r), D. (296r:684r). 


Dane są dwa stożki podobne. Przekrój osiowy pierwszego z nich jest trój- 
kątem równobocznym o obwodzie 12, a przekrój osiowy drugiego ma pole 
163. Wynika stąd, że skala podobieństwa większego stożka do mniejszego 
jest równa: 


A. B. 2v3, С. 4, D. 43. 


Na kuli opisano stożek, którego pole powierzchni bocznej jest trzykrotnie 
większe od pola jego podstawy. Wynika stąd, że stosunek objętości stożka 
do objętości kuli jest równy: 

A. VŻ:1, В. v3:1, c. 


№ 
= 


D. 3:1. 
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Przed obowiązkową maturą z matematyki wW 


HE Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Przekrój osiowy walca jest kwadratem. Oblicz stosunek pola powierzchni cał- 
kowitej tego walca do pola jego powierzchni bocznej. 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Średnica podstawy stożka jest dwa razy krótsza od jego tworzącej. Oblicz 
tangens kąta nachylenia tworzącej stożka do jego podstawy. 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Przekrój osiowy stożka jest trójkątem równobocznym о polu 9V3 cm2. Oblicz 
objętość tego stożka. 

Zadanie 4 (2 pkt) 

Oblicz objętość kuli, której pole powierzchni jest równe sumie pól powierzchni 
dwóch kul o promieniach З cm i 6 cm. 


W Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 5 (3 pkt) 

Wnętrze szklanki ma kształt walca o średnicy podstawy 6 cm i wysokości 8 cm. 
Oblicz, ile takich szklanek można napełnić po brzegi sokiem przechowywanym 
w dwóch prostopadłościennych kartonach o wymiarach 10 cm x 8 em x 15 cm. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Uzasadnij, że pole powierzchni bocznej stożka stanowi więcej niż 50% jego 
pola powierzchni całkowitej. 


Zadanie 7 (3 pkt) 
Oblicz objętość bryły, która powstała przez obrót trójkąta równobocznego 
o boku 12 cm wokół jednego z boków. 


Zadanie 8 (3 pkt) 

Kulę o promieniu 6 cm przecięto dwoma równoległymi płaszczyznami dzielą- 
cymi promień kuli na trzy równe odcinki. Oblicz sumę pól otrzymanych w ten 
sposób dwóch przekrojów. 


Zadanie 9 (3 pkt) 

Ostrosłup o wysokości 8 cm przecięto płaszczyzną równoległą do podstawy 
i otrzymano dwa wielościany o równych objętościach. Oblicz, w jakiej odle- 
głości od wierzchołka ostrosłupa leży ta płaszczyzna. 


Przed maturą 
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Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Oblicz różnicę objętości 
wpisanego w tę kulę. 


anu opisanego na kuli o promieniu 3 i sześcianu 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Dany jest walec o objętości 327. Średnica podstawy tego walca jest równa 
połowie jego wysokości. Oblicz objętość kuli opisanej na tym walcu. 


Zadanie 3 (4 pkt) 

Trapez prostokątny o podstawach a i 2a oraz kącie ostrym a obracamy wo- 
kół prostej zawierającej krótsze ramię trapezu. Wyznacz objętość otrzymanej 
bryły. 


Zadanie 4 (6 pkt) 
Oblicz, jaką największą objętość może mieć graniastosłup prawidłowy trój- 
kątny wpisany w stożek o promieniu podstawy r i wysokości 


Uwaga. W stożek jest wpisany graniastosłup, gdy wierzchołki jego górnej podstawy 
należą do powierzchni bocznej stożka, a dolna podstawa jest zawarta w podstawie 
stożka. 


Zadanie 5 (6 pkt) 

Stosunek długości krawędzi podstawy prostopadłościanu jest równy 2. Prosto- 
padłościan ten jest wpisany w stożek, którego przekrój osiowy jest trójkątem 
równobocznym о polu równym 9v3. Oblicz największą objętość, jaką może 
mieć taki prostopadłościan. 


Zadanie 6 (4 pkt) 

Stożek o promieniu podstawy 4 przecięto płaszczyzną równoległą 
do podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest równe 4z. Oblicz objętości brył, 
na które płaszczyzna ta podzieliła stożek. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Pole powierzchni bocznej stożka stanowi 
Oblicz miarę kąta, który tworzy wysokość 


2 jego pola powierzchni całkowit. 
ożka z jego tworzącą. 


Zadanie 8 

Dany jest prostopadłościan o wymiarach 6 x 8 x 24. 

Zadanie 8.1 (2 pkt) 

Oblicz promień kuli opisanej na tym prostopadłościanie. 

Zadanie 8.2 (3 pkt) 

Wybieramy losowo dwa wierzchołki tego prostopadłościanu. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że są one końcami odcinka o długości większej od 25. 
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5 4.1. Dowody w algebrze (1) 


Przykład 1 

Wykaż, że jeśli suma dwóch liczb naturalnych jest nieparzysta, to iloczyn tych 
liczb jest parzysty. 

Załóżmy, że nı i na są liczbami naturalnymi takimi, że suma nı + na jest 
liczbą nieparzystą. Wówczas jedna z liczb (możemy przyjąć, że ni) jest liczbą 
parzystą, a druga — nieparzystą (uzasadnij). 

Zatem dla pewnych ki, kç € N: ni = 2k, oraz ną = 2ko + 1. Czyli: 
2k, : (2ką + 1) = 2(2kyką + kı), gdzie 2k,ką + kı € N 
Oznacza to, że iloczyn nı : ną jest liczbą parzystą. 


тула 


Zdanie postaci „jeśli p, to q" nazywamy implikacją, р — poprzednikiem 
implikacji, а q ~ następnikiem implikacji. 

Twierdzenia w matematyce często można sformułować w postaci implika- 
cji. Poprzednik implikacji nazywamy założeniem, a następnik — tezą twier- 
dzenia. Wykazanie prawdziwości takiego twierdzenia polega na wykazaniu 
prawdziwości tezy przy założeniu prawdziwości założenia. 


Ćwiczenie 1 
Wykaż, że jeśli suma trzech liczb naturalnych jest nieparzysta, to suma ich 
kwadratów jest nieparzysta. 


Przykład 2 
Wykaż, że dla każdej liczby całkowitej n liczba n?(n? — 1) jest podzielna 
przez 12. 


Zauważmy, że n*(n* — 1) = n(n — 1)n(n + 1). Wśród dowolnych dwóch kolej- 
nych liczb całkowitych znajduje się liczba podzielna przez 2, a wśród trzech 
liczba podzielna przez 3. Oznacza to, że liczba: 

e n(n — 1) jest podzielna przez 2, 

e n(n + 1) jest podzielna przez 2, 

e (n — 1)n(n + 1) jest podzielna przez З. 

Zatem liczba n?(n?—1) jest podzielna przez 4 oraz przez 3, jest więc podzielna 
przez 12. 


Ćwiczenie 2 
Wyks; że dla lażdaj liczby całkówitej ń liczba: 
a) n(ni—1) jest podzielna przez6, b) n*—2nfŁnż jest podzielna przez 36. 
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Ćwiczenie 3 

a) Udowodnij, że iloczyn pięciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny 
przez 120. 

b) Udowodnij 
dzielna przez 3. 


suma sześcianów trzech kolejnych liczb naturalnych je 


Przykład 3 
Wykaż, że liczba 175 — 65 jest podzielna przez 11 i przez 23. 
Korzystamy ze wzorów skróconego mnożenia i otrzymujemy: 
178 — 65 = (17! — 6*)(17! + 61) = (172 — 62)(172 + 62)(17* + 64) = 
= (17 — 6)(17 + 6)(17* + 6*)(17* + 6*) = 
=11-23 - (17? + 62)(17* + 6*) (17? + 6?)(17* + 6*) єм 
Zatem liczba 17° — 6% jest podzielna przez 11 i przez 23. 
Ćwiczenie 4 
a) Мукай, że liczba 777 — 6-776 + 12.775 jest podzielna przez 19. 
b) Wyka: 


je liczba 3232 — 564 jest podzielna przez 7. 


Przykład 4 
Wykaż, że reszta z dzielenia liczby pierwszej większej od 3 przez 6 jest równa 
1 lub 5. 


Każdą liczbę naturalną n można zapisać w jednej z postaci: 6k, 6k +1, 6k +2, 
6k +3, 6k + 4, 6k + 5 dla pewnego k € N. Liczby postaci 6k, 6k + 2, 6k + 4 są 
podzielne przez 2, a liczba postaci 6k + 3 jest podzielna przez 3. Zatem jeśli 
liczba n jest pierwsza i różna od 2 i 3, to ma postać 6k + 1 lub 6k + 5. 


Ćwiczenie 5 

a) Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 6 jest równa 5. Wykaż, że reszta 
z dzielenia liczby n? przez 6 jest równa 1. 

b) Reszta z dzielenia każdej z liczb naturalnych ny. na i ną przez 6 jest równa 4. 
Wykaż, że suma kwadratów tych liczb jest podzielna przez 12. 


Zadania 


1. Dane są dwie liczby naturalne, obie podzielne przez 3. 
a) Udowodnij, że różnica kwadratów tych liczb jest podzielna przez 9. 
b) Udowodnij. że suma sześcianów tych liczb jest podzielna przez 27. 

2. Wykaż, że iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z których pierwsza 
jest parzysta, jest podzielny przez 24. 


4.1. Dowody w algebrze (1) 
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3. a) Dane są trzy liczby naturalne takie, że reszta z dzielenia każdej z nich 
przez 3 jest równa 2. Udowodnij, że suma tych liczb jest podzielna przez 3. 


b) Dane są trzy liczby naturalne takie, że reszta z dzielenia każdej z nich 
przez 6 jest równa 4. Udowodnij, że suma tych liczb jest podzielna przez 6. 


4. Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n > 0: 
a) liczba 37*! + 3” +37"! jest podzielna przez 13, 
b) liczba 82"! + 43%"! jest podzielna przez 24. 

5. a) Wykaż, że dla każdej liczby naturalnej n liczba © + © + * jest natu- 
ralna. 


z: ZE: Ж ZSO YA 
b) Wykaż, że dla każdej nieparzystej liczby naturalnej n liczba Ę — É jest 
naturalna. 


6. a) Udowodnij, że jeśli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 5 jest 
równa 4, to liczba n* — 1 jest podzielna przez 5. 
b) Udowodnij, że jeśli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 5, to 
jedna z liczb n? — 1 lub n? + 1 jest podzielna przez 5. 


7. а) Мукай, że jeśli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta 
z dzielenia liczby n? przez 3 jest równa 1. 
b) Wykaż, 
przez 3 j 


uma kwadratów trzech liczb naturalnych niepodzielnych 
jelna przez 3. 


t pod 
8. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Wykaż, że dla żadnej liczby naturalnej n liczba n2+2 nie jest podzielna 
przez 4. 


Jeśli n jest liczbą parzystą, to n = 2k dla pewnego k € N. Wówczas 
n? +2 = (2k)? + 2 = 4k? +2, со oznacza, że reszta z dzielenia п? + 2 
przez 4 jest równa 2. 


Jeśli n jest liczbą nieparzystą, to n = 2k + 1 dla pewnego k € N. 
Wówczas n? + 2 = (2k + 1)? + 2 = 4k? + 4k + 3 = 4(k? + k) + 3, co 
oznacza, że reszta z dzielenia n? + 2 przez 4 jest równa 3. 


Zatem liczba п? + 2 nie jest podzielna przez 4. 
Wykaš, że dla żadnej liczby naturalnej n liczba: 


a) n? + бп + 2 nie jest podzielna przez 4, 
b) n? + n + 2 nie jest podzielna przez 3. 
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Dowód nie wprost 


Dowód nie wprost polega na założeniu, że dowodzona teza jest nieprawdziwa, 
a następnie pokazaniu, że prowadzi to do sprzeczności. Poniżej przedstawiamy 
przykład takiego dowodu. 


Twierdzenie 


Liczb pierwszych jest nieskończenie wiele. 


Dowód 
Załóżmy, że liczb pier h jest skończenie wiele. Niech p1,P2.P3,--- „Ра 
będą wszystkimi liczbami pierwszymi ustawionymi w kolejności rosnącej (czyli 
Pi =2, , pa = 5 itd.). Rozpatrzmy liczbę: 

M =p :pa'P3'---*'Pntl 
Liczba M jest większa od każdej z liczb p. ро, рз... , pa oraz jest albo liczbą 
pierwszą, albo złożoną. 


Jeżeli M jest li 
liczbami pierwszymi. 

Jeżeli M jest liczbą złoż 
ków będących liczbami pierw: 
czynniki nie może wystąpi 
ieleniu przez pk (k < n) ot 
dzielnik pierws 02 


to li stkimi 


Ља pierws: ру P1+Po+P3+---+Pa nie są ws 


to można ją przedstawić jako iloc mmni- 
ymi. Zauważmy, że w rozkładzie liczby M na 
przy 


ba M ma 


ymujemy resztę równą 1. Zatem lic: 
dej z lic 
Pn 


Oznacza to, że zarówno wtedy, gdy liczba M jest 
pierwsza, jak i wtedy, gdy jest złożona, istnieje 
za od każdej z li 
р, 

że liczb pierws 


liczba pierwsza więks 
Pi Pa, рз, 

Zatem nie jest prawdą, 

skończenie wiele. 


Powyższe twierdzenie podał i udowodnił Euklides 


(ok. 365-0k. 300 r. p.n.e.). 
*1. Udowodnij, że dla dowolnej liczby naturalnej 
n > З istnieje liczba pierwsza p taka, że: 


n<p<n! 
Wskazówka. Rozpatrz liczbę n! — 1. 


Dowód nie wprost 
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5 4.2. Dowody w algebrze (2) 


— 


Aby zapisać, że dwie nierówne 
$ [czyt. „wtedy i tylko wtedy’ 


i są równoważne, będziemy używać symbolu 


| 


Przykład 1 
Udowodnij, że nierówność а? + b > 2ab jest prawdziwa dla dowolnych liczb 
rzeczywistych a i b. 
Przekształcamy nierówność równoważnie: 
a? +0? > 2ab 
4 8 2 
Фа 2000-10 20 кы 
+ (a — b)? > 0 skróconego mnożenia. 
Ostatnia nierówność zachodzi dla dowolnych a,b € R, zatem również nierów- 
ność a? + b? > 2ab zachodzi dla dowolnych a, b € R. 


Przykład 2 

Wykaż, że dla dowolnych liczb nieujemnych a i b prawdziwa jest nierówność 
9% > vab (czyli że średnia arytmetyczna liczb nieujemnych jest nie mniejsza 
od ich średniej geometrycznej). 


Załóżmy, że a i b są liczbami nieujemnymi. 


sł > yab — Dln dowolnych nieujemnych a i 8 
SYR nierówności a > 8 i a? > 82 
sP) 2ab — są równoważne. 


<> a? +2ab + b? > 4ab 
2 2 
Фа 200-0 20 кош 
+ (a-b)? >0 skróconego mnożenia. 


Ostatnia nierówność zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b, zatem 
także nierówność 20 > vab zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b. 


Ćwiczenie 1 

a) Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, że ab > 0, praw- 
"1 ; СГ żę a b 

dziwa jest nierówność ГА: > 2. 

b) Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych а i b takich, że ab < 0, praw- 


dziwa jest nierówność AU H < =2. 


Ćwiczenie 2 
Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nierówność: 
a) a? > 4b(a — b), b) a(6b — 7a) < 2(b — a)(b + a). 


4. Przykłady dowodów w matematyce 


Przykład 3 
Wykaż, że równanie z! — 3a? — 4r + 8 = 0 nie ma pierwiastków. 
z! 312 — 41 +8=0 
eu'-d4a*+4+a*—4r+1=0 p 
orzystamy ze wzoru 

е (22 _ 2)? + (z — оу? = 0 skróconego mnożenia. 
Rozpatrzmy składniki otrzymanej sumy: (т? — 2)? i (z — 2)?. Zauważmy, że: 
+ (02 — 2)? > 0 i (z — 2)? > 0 dla dowolnego z € R, 
e nie istnieje takie r, dla którego jednocześnie (т? — 2)? = 0 i (z — 2)2 = 0 
(pierwszy składnik przyjmuje wartość 0 dla т = —V2 oraz dla z = у, a drugi 
składnik — dla z = 2). 
Zatem równanie z! — 3x? — 42 + 8 = 0 nie ma pierwiastków. 


Ćwiczenie 3 

Udowodnij, że podana nierówność jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczy- 
wistej т. 

a) 1! — 2r +2> a? +4r—8 b) «* — 4r? +5 > 4r — 12 


Przykład 4 

Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y prawdziwa jest nierówność: 
ба? +y? + 2ry—dr+1>0 

Przekształcamy wyrażenie po lewej stronie nierówności: 

5a? +y? + ay – 4т +1 = т? + 20у +y? +4т°—4т+1 = (z +)? + (2z — 1)? 

Dla dowolnych liczb rzeczywistych © i y zachodzą nierówności (2 + у)? > 0 

oraz (22 — 1)? > 0, więc nierówność jest zawsze prawdziwa. 


Ćwiczenie 4 
Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y prawdziwa jest nierówność: 


a) z? + 10y? +9 > бу(х+ 1), b) 3a? +y? — 2zy > 20 — $. 


Zadania 


1. Мукай, że dla dowolnej liczby z > 0 prawdziwa jest nierówność: 


7 1. 4 
а) 2+2=2 4, b) 4+2 5) 
2. Wykaż, że dla dowolnych dodatnich liczb a i b prawdziwa jest nierówność: 
(a+b)2 GA 07 4 ' śl 
A) =, 24, b ły 2a+b, р ате 


4.2. Dowody w algebrze (2) 


3. Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych т i y prawdziwa jest 
nierówność: 
a) (2—0)? + 2a? +8 > 4т(2— y), 
b) (r +2)(r +3)+1>(1-y)(r+y+ 1). 

4. Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y prawdziwa jest 
nierówność: 


a) 22 +y?—al(y+l)>y-1, b) 22242 + a? +y? > Gry — 2. 


5. Udowodnij, że dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, że a +b = b 
prawdziwa jest podana nierówność. Skorzystaj z zależności między średnią 
arytmetyczną a średnią geometryczną dwóch liczb. 


a) ab < +; b) ;+4>8 c) zyj — 4a > 6+4b 


6. a) Udowodnij, że dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, że ab = 4, 
prawdziwa jest nierówność a + b > 4. 
b) Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, że 
a +b = 1, prawdziwa jest nierówność a + b > ab. 


7. Wykaż, że dla dowolnych liczb dodatnich a i b takic 
a) ab = 16, prawdziwa jest nierówność (1 + a)(1 + b) > 25, 
b) ab = 4, prawdziwa jest nierówność 4(1 + a)(1 + b) > 9. 

8. a) Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, że 
a > b > 0, prawdziwa jest nierówność b*(a + 1) < a2(b + 1). 
b) Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a Z 0 i b ź 0 takich, 
że a? + b? = 1, prawdziwa jest nierówność (1 + %)(1 + #) > 9. 


*9. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Dany jest trójkąt prostokątny o przyprostokątnych a, b i przeciwpro- | 
stokątnej с. Мукай, że a + b < ус. 


W dowodzie skorzystamy z tego, że dla dowolnych liczb rzeczywistych 
a i b zachodzi nierówność 2ab < а? + b oraz z twierdzenia Pitagorasa. 
(a + b)? = a? + 2ab +b? < a? + (a? +b*) + b* = 2(a2 + 12) = 2‹? 

a +b > 0 oraz \/2с > 0, zatem otrzymujemy a + b < vže. 


Dany jest prostopadłościan o krawędziach a, b, c i przekątnej d. Wykaż, 
że a +b+ c < V3d. 
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5 4.3. Dowody w geometrii (1) 


Ćwiczenie 1 
Udowodnij, że suma miar kątów trójkąta jest równa 180°. 


Gdy przedstawiamy dowód twierdzenia, często korzysi y z twierdzeń już 
udowodnionych. W dowodach twierdzeń w ćwiczeniach 2. i 3. można skorzy- 
stać z twierdzenia udowodnionego w ćwiczeniu 1. 


Ćwiczenie 2 NG 
Udowodnij, że dwusieczne dwóch sąsiednich kątów 
równoległoboku przecinają się pod kątem prostym. A R 


Ćwiczenie 3 A 
Udówódnij;ż6 jesli śródek оке OPISANEGO пала jest жой jednego 
z jego boków; to trójkąt ten jest рова шу, 


W dowodzie przedstawionym w poniż 
dzeń nazywanych cechami pi 


m przykładzie korzystamy z twier- 
„ystawania trójkątów (przypomnij ich treś 


Przykład 1 

W trójkątach ABC i A,B,C, (rysunek obok) poprowa- с 
dzono dwusieczne odpowiednio AD i A, Dy. Wykaż, że jeśli 

|AB| = |A,B,|, |AD| = |A,D,| oraz 4CAB = 4C,4A,B,, D 
to |AC| = |А,С, |. 

|AB| = 4111, |AD| = |AıDı| oraz 4 BAD = 4B,A,D,, А h 


więc na podstawie cechy BKB trójkąty ABD i A,B,D, są Ci 
przystające (ЛАВР = ЛА, Bı Dı). 

Stąd 4 ABC = 4A,B;C,. 

Z powyższego wniosku i założeń 4CAB = 4C,4A,B;, oraz 
|AB| = |4A,B,|, na podstawie cechy KBK, otrzymujemy: 
AABC = ЛА,В,С,. Zatem |AC| = |А,С, |. 


А В, 


Ćwiczenie 4 

Środkowe AD i A, D, poprowadzoneodpowiednió w trójkątach ABC 1.4, ВС, 
mają równe długości. Wykaż, że jeśli: 

a) |AB| = |A,B, | oraz |BC| = |B,C;|, to |AC| = |A,Ci|, 

b) 4CAD = 40,A,D, oraz ADB = 4A,D,B,, to |AB| = |A,B,|. 


43. Dowody w geometri (1) 185 wam 


Przykład 2 c 
Środkowa CD trójkąta ABC zawiera się w dwusiecz- 
nej kąta ACB (rysunek obok). Wykaż, że trójkąty ADC aja 
i BDC są przystające. 


Trójkąty ADC i BDC mają wspólną wysokość opusz- 
czoną z wierzchołka С i równe podstawy, zatem: 

Рларс = Рлврс А т р © B 
Wyznaczamy te pola: 


MAC] - |CD|-sina 

Panne = 1|BC| - |CD| -sina 
i otrzymujemy |AC| = |BC|. Trójkąty ADC i BDC mają odpowiednie boki 
tej samej długości, zatem na podstawie cechy BBB są przystające. 


Рларс = 


Zwróćmy uwagę, że z udowodnionego w przykładzie 2. twierdzenia wynika, że 
jeśli środkowa trójkąta zawiera się w dwusiecznej jednego z jego kątów, to jest 
ona wysokością tego trójkąta. 


W niektórych dowodach geometrycznych potrzebne jest poprowadzenie do- 


datkowych prostych lub odcinków. DE a 


Przykład 3 
Punkt E jest środkiem boku AD prostokąta ABCD. Na р 


boku DC obrano taki punkt F, że 4ABE = 4FBE. jes 
Wykaż, że kąt FEB jest prosty. 


Odcinek FE przedłużamy do przecięcia z prostą AB 

w punkcie G. Trójkąty FDE i GAE są przystające (uza- D Ё c 
sadnij), stąd |EF| = [ЕС]. Odcinek EB jest więc środ- 

kową trójkąta F BG, a ponieważ zawiera się w dwusiecz р 


nej kąta F BG, jest też wysokością tego trójkąta. Zatem | “> 
kąt FEB jest prosty. 


Ćwiczenie 5 

Punkt P należy do przekątnej AC równoległoboku р 

ABCD (rysunek obok). Wykaż, że pola trójkątów 

ADP i ABP są równe. 

Wskazówka. Narysuj wysokość trójkąta AC D opuszczoną 

z wierzchołka D oraz wysokość trójkąta ACB opusz- 

czoną z wierzchołka B i wykaż, że wysokości te są równe. A В 


a 
> 
w 


а 
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Zadania 


1. Korzystając z podanych informacji, wykaż, że |AB| = |AC|. 


а) Е |DE| = ІЕЕ], Н) A 
|AF| = |AD| 
F; р B c 
ŻA kB су 
XBAG = 4GAH = 
B € H  =%HAI=%IAC 


2. Korzystając z podanych informacji, wykaż, że trójkąt ABC jest równora- 
mienny. 


b) c 


ë 
= |CD| =|CE|, 
|AH| = |BH| [DB = |АЕ| 
A B 
G 


D A B E 


a) 


3. Korzystając z podanych informacji, wykaż, że odcinek AD zawiera się 
w dwusiecznej kąta BAC. 


3) c B 5) A 
| 


D 
BD| = |CD|, 
G H |pG| = |DH|, 
+с. =+4BDH 
A 


4. Dany jest czworokąt ABCD (rysunek obok). 


IBD| = |CD| 


B c 


a) Wykaż, że |AB| = |DC|, jeśli wiadomo, że w 
|AF| = |СЕ| oraz ЕАР = 2ECB. 


[> 
b) Wykaż, że |AD| = |BC|, jeśli wiadomo, że РАМ 


|BE| = |DF| oraz АВ || CD. 4 B 


4.3. Dowody w geometrii (1) 


10. 


11. 


12. 


. Na zewnątrz równoległoboku ABCD (ry- 


. Dany jest równoległobok ABCD (rysu- р с 


nek obok). Punkt E jest środkiem boku 

BC, a punkt F ~ punktem przecięcia pro- E 

stych AB i DE. Wykaż, że pola trójkąta 

АЕР i równoległoboku ABC D są równe. A B F 


. Na bokach AB, BC i AC trójkąta równobocznego ABC obrano odpowied- 


nio punkty P, Q i R tak, że |AP| = |BQ| = |C R|. Мука, że trójkąt PQR 
jest równoboczny oraz że punkty przecięcia odcinków AQ, BR i CP są 
wierzchołkami trójkąta równobocznego. 


. W trójkącie ABC poprowadzono środkową CD, a z punktu D poprowa- 


dzono środkowe trójkątów ADC i CDB: odpowiednio DE i DF. Wykaż, 
że jeśli [DE| = [ре |, to trójkąt ABC jest równoramienny. 


. Dany jest równoległobok ABCD o kącie ostrym przy wierzchołku A. 


Na półprostych AB i CB obrano odpowiednio punkty Æ i F takie, że 
|CB| = |СЕ| oraz |AB| = |AF|. Wykaż, że ADAF = AECD. 
Q 


sunek obok) obrano punkty P i Q tak, 
że trójkąty BAP i CBQ są równobocz 
Wykaż, że trójkąt РОР jest równoboczi 


Dany jest trapez ABCD. Punkt Р jest ү B Р 
środkiem ramienia AD. Udowodnij, że po- 

le trójkąta BPC jest dwa razy mniejsze 

od pola trapezu ABCD. 


ny. 


D A 


Punkty P, Q. Ri S są środkami boków trapezu równoramiennego. Wykaż, 
że czworokąt PQRS jest rombem. 


Dany jest czworokąt ABCD, na któ- 

rym opisano okrąg. Na boku AD tego D 
czworokąta obrano punkt K taki, że 

|AK| = |BC|, a na prostej AB - punkt L 

taki, że |AL| =|DC| (rysunek obok). 

Wykaż, że trójkąty LAK i DCB są przy- 

stające oraz że prosta АС jest równoległa 

do prostej KL. L T A 
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5 4.4. Dowody w geometrii (2) 


Ćwiczenie 1 RZ 
a) Przypomnij cechy podobieństwa trójkątów. 80%, 
b) Dany jest trapez ABCD, którego przekątne 
zecinają się w punkcie P (rysunek obok). Po- урынын ы 
hę, na podstawie której można uzasadnić dolu eo zapisujemy: 
podobieñstwo trójkatów ABP i CDP. ЛАВР ~ ACDP 


Przykład 1 
W trójkątach podobnych ABC i A, В,С, poprowadzono środkowe AD i A, D... 
Wyka: 


е dlugości tych środkowych są proporcjonalne do długości boków 


trójkątów. а 
Korzystamy z podobieństwa trójkątów c 
ABC i A,B,C: р Di 
|AB| _ |BC| _ 4IBC| _ IBD] 
ТАВ |с ВС IBD 
A Вв А В; 


Ponadto kąty ABD i А, В, D, są równe, więc na podstawie cechy BKB trójkąty 
ABD i A,B,D, są podobne. Zatem: 
|AD| _ АВ] |BC| lac] 


Таъри C Ari] [жс MG] 
Ćwiczenie 2 
Boki AB, BC i AC trójkąta ABC są proporcjonalne odpowiednio do boków 
А.В}, B.G, i АС trójkąta A, B;C,. 
a) W trójkątach ABC i А,В,С, poprowadzono dwusieczne kątów BAC 
i B;A,C,. Przecięły one boki BC i В.С odpowiednio w punktach D i Dy. 
Wykaż, że długości odcinków AD i A, D; są proporcjonalne do długości boków 
trójkątów. 
b) Symetralna boku AB przecina boki trójkąta ABC w punktach P i Q, 
a symetralna boku A,B, przecina boki trójkąta A, BC, odpowiednio w punk- 
tach P, i Qi. Wykaż, że trójkąty APQ i A,P,Q; są podobne. c 


Ćwiczenie 3 

Dany jest trójkat prostokatny ABC (rysunek obok). 
Wykaż, że stosunek pól trójkątów: 

a) BDC i ABC jest równy sin” a, 


b) AED i ABC jest równy costa. 
A E B 
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Przykład 2 
Udowodnij, że wysokości trójkąta są odwrotnie proporcjonalne do długości 
boków, na które je opuszczono. 
Rozpatrzmy trójkąt o bokach a, b i с oraz wy- 
sokościach ħa, h, i he (rysunek obok). Wówczas 
pole trójkąta АВС: 

Р = hah, = bh, 


hat, 
Stąd Ra 

i a je L 
Analogicznie hę = 0182 2 E 


Ćwiczenie 4 
Udowodnij, że jeśli wysokości jednego trójkąta są proporcjonalne do wysokości 
drugiego trójkąta, to trójkąty te są podobne. 


Ćwiczenie 5 


Na rysunku przedstawiono trójkąt prostokątny 
o przyprostokątnych długości a, b i przeciwpro- 
stokątnej długości x + y, gdzie z i y są długo- 
ściami odcinków, na które wysokość h podzie- 
liła петина Udowodnij, że: 

a) h= 2 с) a= /z(z +g). 


b) h = уту, d) b= vylz +y). 


Zadania 


1. Boki trójkąta ABC są równoległe do 


odpowiednich boków trójkąta DEF 
(rysunek obok). Udowodnij, że trój- Pa 
kąty te są podobne. 


A BD 
2. Wykaż, że jeśli Ma = RI, to stosunek obwodów trójkątów ABE i CBD 
, IBEJ 
(rysunek poniżej) jest równy — (BDI 7 
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. Wewnątrz trójkąta ABC obrano punkt P tak, że 4CAP = 4CBP. Wy- 
każ, że AAPL ~ ABPK oraz AAPB ~ AKLP, gdzie punkty K i L są 
punktami przecięcia prostych AP i BP odpowiednio z bokami BC i AC. 


„ Korzystając z podanych informacji, wykaż, że z = y. 
a) с ас] =1вс c) 


Q 


R 


A 12 B 
z=|AR|-|PQ|, у = |PR|-|BQ| 


b) D g 4) 
AB || DC 
A B 


E 
т = |FD|-|PB|, y = |EB| -|PD| 1 = а, y=|AB|-|CD| 


. Punkt M jest środkiem boku AB trójkąta ABC oraz 4ACM = 4ABC. 
Wykaż, że |AB| = у: |AC|. 

. Punkty E i F są środkami boków AB i DC 
równoległoboku ABC D. Wykaż, że odcinki 
DE i FB dzielą przekątną AC na trzy od- 
cinki równej długości. 4 Е В 


D Е c 


„ Dany jest trójkąt ABC. Punkt P jest punktem przecięcia prostej będącej 
przedłużeniem boku AB i dwusiecznej kąta zewnętrznego trójkąta (rysu- 
nek poniżej). Odcinek BD jest równoległy do odcinka AC. Wykaż, że: 


a) trójkąt BCD jest równoramienny, 


AC! _ Jari < 
5) |BC| IBP|` ў В, 
А В P 
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Różne dowody twierdzenia o dwusiecznej kąta w trójkącie 
Poniższe twierdzenie zostało przedstawione w klasie pierwszej. 
Twierdzenie o dwusiecznej kąta w trójkącie 


Dwusieczna kąta w trójkącie dzieli przeciwległy 
bok na odcinki proporcjonalne do pozostałych 
boków trójkąta: 


Dowód 1 

Prowadzimy prostą równoległą do boku AC trój- 
kąta ABC i przechodzącą przez wierzchołek B 
aż do przecięcia z dwusieczną CD kąta ACB. 
Punkt przecięcia oznaczamy przez E. 


Kąty ACE i CEB są naprzemianległe, zatem 
«СЕВ =}. 
4CEB = 4ECB, więc trójkąt BCE jest rów- 
noramienny, zatem |EB| = |BC| = a. 

Na podstawie cechy KKK trójkąty ADC i BDE 
są podobne, zatem: 


[BD| _ |BE| 
IAD| Jaci’ 


czyli Z = = 
уй = 5 


Dowód 2 
Niech 6 =} ADC. 
Z twierdzenia sinusów dla trójkąta ADC otrzy- 


mujemy: 
b 


Js 

sing — sinó 

Z twierdzenia sinusów dla trójkąta BDC otrzymujemy: 
z a 

Sin вїш(180°—б) 


Zauważmy, że sin(180° — ó) = sin ô, zatem: 


skąd otrzymujemy: 
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"á 


3 Powtórzenie 


5.1. Liczby, zbiory 
i wartość bezwzględna 


Zbiór liczb rzeczywistych oznaczamy literą R. 

Liczby naturalne to liczby: 0, 1,2,3,.. . Zbiór liczb naturalnych oznaczamy 
literą N. 

Liczby całkowite to liczby naturalne dodatnie: 1, 2,3, 4,..., liczby do nich 
przeciwne: —1, —2, —3, —4,... oraz liczba 0. Zbiór liczb całkowitych ozna- 
czamy literą Z. 

Liczby wymierne to liczby, które można zapisać w postaci ™, gdzie m,n € Z 
oraz n # 0. Zbiór liczb wymiernych oznaczamy literą Q. 


Liczby niewymierne to liczby rzeczywiste, które nie są wymierne. Zbiór 
liczb niewymiernych oznaczamy jako R | Q. 


Potęga o wykładniku całkowitym Potęga o wykładniku wymiernym 


a =1 dla a Z 0 at = Va daa 20,n € N,n > 1 
а! =1 daa#0 а? = ({а)" dlaa>0,n€N, 


а" = L dlaa Z 0,n € N n>l,meZ 


Działania na potęgach 


Dla dowolnych liczb a,b > 0 i x,y € R: 
a” 


== 


a? «av = a*tv (a7)! = а*” 


a” 
2 =a a? -b = (ab) 
a 


Działania na pierwiastkach 


Ма: = уа: у dlaa,b>0 
(5-7 daa>0,b>0 


Wzory skróconego mnożenia 


Va-b= Ya- Yb dlaa,b € R 


В 
72-2 dla a € R.b Z 0 
Я 


(а + b)? = а? + 2а + b? 


(a — b)? = a? — 2ab + b? 
(a +b)? = a? + 3a?b + ab? + b? 
(a — b)? = aš — За?Ь + 3ab* — b? 
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a? — = (a — b)(a +b) 


аз + b° = (a + b)(a? — ab + t?) 
а? — b? = (a — Ь)(а? + ab + b?) 


Zestaw | – wprowadzający 


1. 


Przedstaw liczbę w postaci a”, gdzie m € Z. 


a) 0,125? .32- с) 0,47.2,5-4: (3)? e) V2. 2: V8 
b) (4)? : 81525 d) 0,66 :(2)*-(3)* 0 91. 272 
Oblicz. Wynik przedstaw w postaci ułamka nieskracalnego. 
FREI 

56 + 20.54 1.75 +0,5:(3 

ы рти d 
а) 50-10057 ) з —3-(3) 

6-47 — 8-43 2,2: 1 + 0,6: (0,9)7! 
b) Z= s e) i. 


(š) + (24 - 175) 


e) 200) +35 р 60 ". (0,3)-5 
а. [08) -(#)] 22.(0+27(4)) 
Oblicz. Wynik przedstaw w notacji wykładniczej. 
a) (6-105)-(5,5-107) e) 0.0000125-0,00004 е) (0,81 .0,0004)°° 
b) (4.10%) : (8-10) а) 0,0000027 : 0,00009 £) (245: 0,0005)°* 


Sprawdź, czy podana równość jest prawdziwa. 


a) V27+3Y48 —3VT5=0 d) (7 /12 — v48) : VT5 = 150 


b) vA8+ /12 = v50 AA: 

с) V3+ V24+V-BI=0  /-81: /-51=11 

Oblicz. 

а) (3V2 — 4)(3V2 + 4) d) (1 — 2/2)2(9 + 4v2) 

b) (3 +2v5)(3 — 2V5) е) (3+ 7)#- (3- VT)? 

с) (2+ v3)?(7 – 4V3) f) (2V2 – v3)? + (2V3 + v2)? 

Usuń niewymierność z mianownika. 

É >= b) = 6) zz 4) 2 
v5-2 3+VT V3- 2 1+ 5 


Oblicz wartość wyrażenia dla z = 2 — v5 i y=1+3YV5. Wynik zapisz 
w postaci а + by5, gdzie a, b € Q. 
a) 3rty b) r-y c) у:т d) === 


Sprawdź, czy poniższa równość jest prawdziwa. 


a) 3- v3 = v12- 3у12 b) VŽ- /3= v5- 2V6 
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9. Oblicz. 


а) |2V2+1|-2|V2—2] cJ V/Ga— 32 Jal BANIA 


b) |VI-2V3|-(V11+2V3) 4) y(8-3V7)? E= jaj daaeR 


Jeśli a > 0, to |x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = —a lub z = a. 
Jeśli a > 0, to |x| < a wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—a:a). 
Jeśli a > 0, to |x| > a wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—00; —a) U (а; оо). 


10. Rozwiąż równanie. 
а) [2+3=0  b)lr+1|=3 е) 22-2 


11. Rozwiąż równanie. 


а) |r +2V3— |3 — 2V3||=1 ы |V2-157+2-2|-0 
12. Rozwiąż nierówność. 

a) |z —5| 44 c) |z —3| 2 2 e) |6- z| < 4 

b) |r +4| <5 d) | +2| >3 f) |2- z| >3 


13. Oblicz, jaki procent liczby r stanowi liczba y. 


14. Wiadomo, że 21% dodatniej liczby a jest równe 12% liczby b. Która z tych 
liczb jest większa i o ile procent? 


. Podaj rozwinięcie dziesiętne ułamka zwykłego. Zaokrąglij je do trzeciego 
miejsca po przecinku. Czy jest to przybliżenie z nadmiarem, czy z niedo- 


miarem? 
85 85 62 11 
mira b) Ç °) = Ly 


16. Liczba 17,7828 jest przybliżeniem liczby 101% z dokładnością do czterech 
miejsc po przecinku. Wiedząc o tym, wyznacz przybliżenie liczby: 
a) 100% z dokładnością do czterech miejsc po przecinku, 
b) 107 z dokładnością do dwóch miejsc po przecinku, 


с) 1074 z dokładnością do pięciu miejsc po przecinku. 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


[р] 22. 


[р] 23. 
[р] 24. 


25. 


26. 


Sprawdź, czy podana liczba jest niewymierna. 


) [e+ g-e] 9 [VT 92] 


š š 

1 ж 1 5-0; 

5) [(єт) a |: (05) се =| 

Oblicz wartość wyrażenia dla a = V V3 — v3 i b = VYS+ у. 
a) a:b ers e) (a-b> g) +e 
b) 2+5 0 2-5 f) (a+b)? Te 
Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla £ = £, 


a) (z + v3) + 2z(z + 3)(z — 3) + (z — V3)* 
b) (z — V3)(a? + /Зт +3) + (z + V3)(a? — /Зг +3) 


Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla r =V2-liy=1— 2y2. 
a) (Vór — у)(Мбт + у) — Ba + y)? + 3x(2y + z) 
b) (z + Ży)(a? — 22у + 40?) — (z + 2y)? + бту(т + 2y) 


Oblicz а? + b', wiedzą 


a) ab = 1 oraz a? +b? = b) a? + b? = 9 oraza+b=1. 


Wykaż, że V21 — 123 jest liczbą odwrotną do ызы 


Wykaż, że liczba уЗ — 2\/2 jest liczbą przeciwną do 1 — \/2. 


Wykaż, że nierówność jest prawdziwa dla każdej liczby rzeczywistej +. 


a) (2r + 1)? > 82 b) z(z + 12) > 9(2r — 1) ©) zy 23-2 
Rozwiąż równanie. 

a) |5z + 10| = 20 |a-b| = lal - |bl, k- dla b 40 
b) [7 — 14z| =7 

с) |3x + 6| + [72+ 14| = 10 е) у912 — 6x + 1 + |9r — 3| = 12 

d) |4r — 12|=5— |3 — z| f) V25— 10r + z2 =8 — 3|z — 5| 
Zaznacz na osi liczbowej zbiór liczb, które spełniają podany warunek. 

a) 1< |z| <4 b) 2<|r=1|<7 e) 0<|r+3| <8 
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28. 


29. 


30. 


31 


32. 


33. 


Rozwiąż nierówność. 


a) |2r +4| <6 ©) |51051 >4+2|r-3 

b) |2r +3|>1 d) |5x + 25| — Bz + 15] > 7 + |z +5| 
Rozwiąż równanie. 

а) |z| + |r +2|=8 c) |2r — 1| = z+ |z + 4| 
b)|z—3[|+|1 — z| = 2 d) |3 + 2z| = 12 — 3|a — 3| 
Rozwiąż nierówność. 

a) |z -7| > |z +3] с) |z| + |r — 2] > 4 

b) |z +5| < |z +1] d) |r—1|+|r+1| <3 


Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów płaszczyzny, których 
współrzędne (2, у) spełniają równanie: 
(BA +1)|=2 


Towary A i B miały jednakową cenę. Oblicz, który z nich jest obecnie 
tańszy, jeżeli: 


a) cenę towaru A obniżano dwukrotnie, za każdym razem o 20%, a cenę 
towaru B obniżono jednokrotnie o 40%. 

b) cenę towaru A zwiększano dwukrotnie, za każdym razem o 20%, a cenę 
towaru B zwiększono jednokrotnie o 40%, 

с) cenę towaru A obniżono о 20%, a następnie zwiększono о 20%, nato- 
miast cena towaru B nie uległa zmianie. 


Na cenę brutto pewnego towaru wynoszącą 176,55 zł składa się cena netto 
oraz 7T% podatku VAT od ceny netto. Oblicz, jaka będzie cena brutto tego 
towaru po podw niu podatku do 22% przy niezmienionej cenie netto. 


Pewną kwotę wpłacono do banku na lokatę roczną oprocentowaną 3,5% 
w skali roku. Od odsetek dopisanych po roku bank odprowadził podatek 
w wysokości 14 zł. Jaką kwotę umieszczono na lokacie, jeżeli wiadomo, że 
podatek od odsetek wynosił 20%? 


a) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, równe początkowo 5% w skali 
roku, wzrosło o 1,2 punktu procentowego. O ile procent wzrosło to opro- 
centowanie? 

b) Oprocentowanie lokat w pewnym banku. równe początkowo 5% w skali 
roku, zmniejszyło się o 20%. O ile punktów procentowych zmniejszyło się 
to oprocentowanie? 
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Zestaw IlI - podsumowujący 


35. Rozwiąż układ nierówności. Rozwiązanie zaznacz na osi liczbowej. 
|| < 4 {== 3] <6 |r+1|>4 
a) b) c) 
|: +2|>1 |r-2|>2 |r-1|>7 
36. Rozwiąż równanie. 
a) [41-4 =3 b) |1 — lzll=6 ©) 122-41-31 = 7 
37. Rozwiąż nierówność. 
a) |4|e| — 2| < 6 b) Ill = 1| >3 с) [1-2e|- 1| < 4 
[р] 38. Uzasadnij, że: 


a) V6-4V2 +V6+4V2=4, b) VT+2V10+V7-2y10=2vV5. 
05) 39. Uzasadnij, że liczba = = — jest wymierna. 
Dla n > 2 różnica n-tych potęg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraża 


się wzorem: 
a" — b" = (а – 0)(а" +a"? .b+a"™? -b +... +a? bP +a. bh? 4b) 


[р] 40. Udowodnij powyższy wzór dla: a) n = 4, b) n = 6. 


[р] 41. Udowodnij, że dla dowolnych liczb a i b € R prawdziwa jest nierówność. 
a) a? +b? > 2(a—b-1) b)a?+b* > 4(a+b—2) с) a? +ab+b* >0 


[р) 42. Udowodnij, że jeżeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest 
równość — = —, to (890 , (atb? _ g 

bl atl’ а? BOTY 
[р] 43. Udowodnij, że jeżeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest 
1 2 


25 = am toa = К 


E 

równość == + 
[р) 44. Udowodnij, że suma dwóch kolejnych potęg liczby 2 o wykładnikach cał- 
kowitych dodatnich jest podzielna przez 6, a suma trzech kolejnych potęg 


jest podzielna przez 14. 


[р] 45. a) Udowodnij, że suma kwadratów dwóch dowolnych liczb nieparzystych 
jest liczbą parzystą. 

b) Udowodnij, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb naturalnych 
jest liczbą nieparzystą. 
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[р] 46. 


[р] 47. 


a 


= 


[р] 50. 


[р] 52. 


a) Udowodnij, że kwadrat sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest 
podzielny przez 9. 


b) Udowodnij, że jeśli suma dwóch liczb naturalnych jest liczbą parzystą, 
to ich różnica też jest liczbą parzystą. 


a) Udowodnij, że sześciocyfrowa liczba, w której wszystkie cyfry są jedna- 
kowe, jest podzielna przez 3. 

b) W pewnej liczbie naturalnej podzielnej przez 9 cyfra jedności jest rów- 
na a. Suma pozostałych cyfr jest podzielna przez 9. Udowodnij, że a = 0 
lub a = 9. 


a) Jeśli w liczbie dwucyfrowej z zmienimy kolejność cyfr, to otrzymamy 
liczbę у. Udowodnij, że suma liczb z i g jest podzielna przez 11. 


b) Jeśli cyfry liczby trzycyfrowej r zapiszemy w odwrotnej kolejności, 
to otrzymamy liczbę у. Udowodnij, że różnica liczb z i y jest podzielna 
przez 99. 


Udowodnij, że różnica czwartych potęg dowolnej liczby naturalnej 
o 2 od niej mniejszej jest podzielna przez 8. 


сару 


Udowodnij, że suma kwadratów trzech kolejnych liczb nieparzystych po- 
większona o 1 jest podzielna przez 12. 


„ Udowodnij, że sześcian sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest po- 


dzielny przez 27. 


Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n podana liczba jest podzielna 
przez 6. 


a) 2n(4n2 — 1) b) n(n? — 7) с) n° — n 
j, że a + b = —2, jeżeli: 

BE Мы s ea: 
2+V3 уз | Vav С O V99+ 100" 
A A Bo с 1 

b= EYES Чыл. ж, В t Сыйна; 


a) Udowodnij, że prawdziwa jest równość: 


1 1 1 13 _ 
zs tzatagt" T 20:50 = 0.48 
b) Udowodnij, że dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest 
nierówność: 1 1 1 1 1 
416 6в + zianie) < 4 
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5.2. Funkcje 


Funkcją ze zbioru X w zbiór Y nazywamy przyporządkowanie, w którym 
każdemu elementowi x € X odpowiada dokładnie jeden element y € Y. 
Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiór wszystkich takich punktów 
(т, у), że z € X oraz у = f(z). 
Zbiór X nazywamy dziedziną funkcji. a jego elementy - argumentami. 
Zbiór wartości funkcji f: X — Y to zbiór tych wszystkich y € Y, dla któ- 
rych istnieje taki argument r € X, że f(x) = y. 
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument r, dla którego: 
f(e) =0 

Monotoniczność funkcji f: X — R. gdzie X C R 
Funkcję f: X — R nazywamy rosnącą, jeśli 
dla dowolnych argumentów 1;,12 € X spel- 
niony jest warunek: 

jeśli т < z2, to f(x1) < /(т») 


Funkcję f: X — R nazywamy malejącą, jeśli 
dla dowolnych argumentów £1, £3 € X spel- 
niony jest warunek: 

jeśli ©, < aż, to (а) > /(т») 
Funkcję f: X — R nazywamy stałą, jeśli dla 
dowolnych argumentów 21,22 € X prawdzi- 
wa jest równość: 


(т) = f(zo) 


Funkcję f:X — R nazywamy niemalejącą, 
jeśli dla dowolnych argumentów %1, £2 Є X 
spełniony jest warunek: 


jeśli zı < £2, to f(11) < /(т») 


Funkcję f: X — R nazywamy піегоѕпаса. je- Y 
śli dla dowolnych argumentów түт; € X 
spełniony jest warunek: 

jeśli z, < 12, to f(z,) > f(12) 


Funkcję, która jest rosnąca, malejąca, nierosnąca, niemalejąca lub stała, 
nazywamy funkcją monotoniczną. 
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Przekształcenia wykresu funkcji 

« Wykres funkcji y = f(x —p) +4 otrzymujemy przez przesunięcie wykresu 
funkcji y = f(x) o wektor [p,q]. 

= Wykres funkcji y = — f (x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy- 
kresu funkcji y = f(x) względem osi ОХ. 

m Wykres funkcji y = /(—т) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy- 
kresu funkcji y = f(x) względem osi ОУ. 

= Wykres funkcji у = |f(x)| otrzymujemy przez symetryczne odbicie 
względem osi ОХ tej części wykresu funkcji f. która znajduje się pod 
osią OX, pozostałą c: wykresu zostawiamy bez zmian. 


= Wykres funkcji y = f (|x|) otrzymujemy z wykresu funkcji f, korzystając 
z tego, że: 

- dla т > 0 (należących do dziedziny) zachodzi równość f(|z|) = f(x), 

= wykres funkcji y = f (|x|) jest symetryczny względem osi OY. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Odczytaj z wykresu funkcji f: 
- jej dziedzinę, zbiór wartości oraz przedziały monotoniczności, 
argumenty, dla których przyjmuje ona wartości nieujemne. 

a) ' b) 


y 


e) f(z) = (z + 5)? 
f) А) = V6=% 


b) f(x 


z249 


3. Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


a) f(z) = /z —2. /z —4 c) f(z) = (2z — 6)? — (2z — 6) 3 
b) Ха) = /(z —2)(z 0) d) f(z) = (a? — 4)2 + (9 —z2)-3 
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4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji 
f: (—4;:4) > R. Odczytaj z wykresu wartość 
największą i wartość najmniejszą funkcji f 
w przedziale: 

a) (—3;0), b) (1:4), с) (—4;4). 


5. Dany jest wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy, wyznacz dziedziny i zbiory 
wartości funkcji fı(x) = f(x + 4) + 1 oraz f,(z) = f(x — 4) — 1. 
а) f: (—3:4) > R b) f:(—2;2) > R 


6. Na rysunku obok przedstawiono 
wykres funkcji f: (—5;8) — R. 
Jak należy go przekształcić, aby 
otrzymać wykres funkcji g? Za- 
pisz to przekształcenie za pomocą 


wzoru. 


7. Naszkicuj wykres funkcji g, przekształcając odpowiednio wykres funkcji 
(а) = 2|ш|. 
а) g(x) = 2|z + 3] с) g(z) = 2(|z +1| — 1) е) g(x) =|2z — 6| +3 
b) g(x) = 2|4 — z| d) g(x) = —2|z +2| + 1 f) g(x) = —|2с+8|—1 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


8. 


10. 


t, 


12. 


13. 


Naszkicuj wykres funkcji f: X — R. Podaj jej zbiór wartości oraz wartości 
najmniejszą i największą. Czy f jest funkcją monotoniczną? 

„a fre _ [0, gdy z jest liczbą parzystą 
a) X = [1,2,3,4,5,6,7,8,9], f(2)= (Е gdy т jest liczbą nieparzystą 
b) X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, f każdemu argumentowi przyporządkowuje 
jego resztę z dzielenia przez 4. 


. Wyznacz dziedzinę, uprość wzór, a następnie naszkicuj wykres funkcji f. 


у + у 22-4 Е у 422-0 
а) f(x) = == b) Ла) = 5 c) f(z) = тег 
Oblicz wartości funkcji f dla argumentów: —1,0, 4,1, VŽ, 2. 


SL: К 0 Фа хє (—о0;1) U(2;00) 
s) A= wa Ы r= Í 1 dla ze (1:2) 


Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Z wykresu odczytaj miejsca zerowe 
funkcji /, jej przedziały monotoniczności oraz zbiór rozwiązań nierówności 
f(x) > —3. 
2r+4 dla тє (-%;—1) 
a) /(тх)={—-т+1 dla хє (—1;4) 
—3 Фа тє (4:00) 
-3 Фа z €(-0;—1) 
-4 dla z € (-1;2) 
—r+4 dla z € (2; 00) 


b) f(z) = 


Zbiorem wartości funkcji f: (—5;3) — R jest przedział (—3; 1), a miejscem 
zerowym — liczba 2. Wyznacz dziedzinę, zbiór wartości i miejsce zerowe 
funkcji g. 

a) g(x) = -f (x) b) g(z) = —/(—т) ©) glz) = f(x +1) -2 


Na rysunku przedstawiono wykres funk- Y 
cji f:R— R. W tym samym układzie 
współrzędnych naszkicuj wykresy funk- 

cji f i g, a następnie odczytaj, dla jakich 
argumentów funkcje f i g przyjmują te 
same wartości, oraz podaj zbiór rozwią- 
zań nierówności f(x) < g(z). 

a) g(z)=1 b) g(z) = z ©) g(x) 
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Zestaw IlI - podsumowujący 


14. Naszkicuj wykresy funkcji (т) = f(-x) oraz h(z) = 3 — f(x) i na ich 


podstawie podaj rozwiązanie równania /(—т) = 3 — f(z). 


15. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wzory funkcji g(x) = f(x + 1) — 4, 
h(x) = 1 - f(x — 2), k(x) = f(2 — z) — 2 i naszkicuj ich wykresy. 
a) Ја) = 22-2 b) f(x) = |= с) f(z) = -|22| 
16. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R. Naszkicuj wykresy 
funkcji g(z) = |f (x)|; h(x) = |f(2 — z) — Ц oraz k(x) = |2 — f(2)|. 
a) Y 


17. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedziały monotoniczności. 
a) /(ж) = ||e| - 1|-2 b) f(z) = lz — 1| — 2] 

18. Naszkicuj wykres funkcji f i określ liczbę rozwiązań równania f(x) = m 
w zależności od parametru m. 


a) f(x) = |z| + |z 2] b) f(z) = 


19. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R. Naszkicuj wykresy 
funkcji g(x) = f(|z]) i h(x) = |f(|=|)|. Określ liczbę rozwiązań równania 
g(x) = m oraz równania h(x) = m w zależności od parametru m. 


a) ү f b) | y 


|z — 2| + |z +2] 
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5.3. Funkcja liniowa 
i układy równań liniowych 


Funkcją liniową nazywamy funkcję określoną wzo- ү 
rem f(x) = az +b dla z € R, gdzie a i b są stałymi. 
Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Liczbę a 
nazywamy współczynnikiem kierunkowym prostej, 
a równanie y = ax + b - równaniem kierunkowym. 
Współczynnik kierunkowy prostej у = ar + b, 
przechodzącej przez dwa różne punkty A(zy,y1) 
i В(т», уз), jest równy: 

Ho 

то—т 


Funkcja liniowa określona wzorem f(x) = ат + b jest: 

= rosnąca dla a > (0, ав malejąca dla a < 0, m stała dla a = 0. 

Proste y = аут + by i y = aoc + 0 sa: 

« równoległe wtedy i tylko wtedy, gdy а; = а, 

= prostopadłe wtedy i tylko wtedy, gdy а-ал = —1. 

Równanie Ar + By +C = 0, gdzie A Z 0 lub B Z 0, nazywamy równaniem 
ogólnym prostej. 

Proste Ayr + Biy + С, = 0 oraz Ax + Bay + С = 0 są: 

= równoległe wtedy i tylko wtedy. gdy A, B2 — AB, = 0), 

= prostopadłe wtedy i tylko wtedy. gdy A, A2 + Bı B2 = 0. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Wyznacz punkty przecięcia wykresu funkcji f z osiami układu współrzęd- 
ność funkcji f. 


nych i naszkicuj ten wykres. Określ monotoni 
a) f(r)=lr+1 b) f(r)=—2r42 c) а) = 42-2 


2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2z +4 o dziedzinie (—1;1) U (2:3). Wy- 
biór wartości tej funkcji i miejsca zerowe, jeśli je ma. Czy równanie 


znac 
f(a) = 1 ma rozwiązanie? 


3. Wyznacz wzór funkcji liniowej, której wykres jest równoległy do prostej k 
i przechodzi przez punkt P. 
a) k: y = 3z, P(—4,2) b) k: VŽz—y — 1= 0, P(V2,—2) 
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10. 


Wyznacz wzór funkcji liniowej, której wykres jest prostopadły do prostej k 
i przechodzi przez punkt P. 


а) k: y = 2z, P(2,—1) с) k: z— 3 — $ = 0, P(1,—1) 

b) k: y = —4z +1, P(8,4) d) k: V5r—y+3=0, P(V5, —3) 
Wyznacz wzór funkcji liniowej f, która spełnia podane warunki. 

a) f(2)=0 i /(0)=4 b) 08) = 4 i f(2)=—1 

Rozwiąż równanie (wynik zapisz w najprostszej postaci). 

а) vżr-2=y2-1 с) VI5x — V5 = убт + V20 

b) V3t-2=t- уЗ d) /6z— у3 = /12- V3z 
Rozwiąż nierówność. 

a) 5 > ша с) 10(3x — 6) — 5(z — 2) < 2(4r — 8) 
b) V3(z — 1) > VIŻx d) (V3-2)(V3+ z) <4- (V3— £)? 


Zapisz układ równań liniowych, którego interpretację geometryczną przed- 
stawiono na rysunku. Jeśli układ ma rozwiązanie, to je podaj. 


a) 


Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 


) c-3y=0 —4z + Ży = 10 —0,1r + 0,ży = 1 
a с е 
5r + By = 15 


[2+4=5 p [92-20= -2 p [=+050=1 
D, а 
z ; 3y-90=6 0,52 + 0,25y = 0,5 


2y=r+1 


Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 
cji liniowych f i g. Odczytaj, dla jakich argu- 
mentów: 


a) wartości funkcji f i g mają różne znaki, 


b) spełniona jest nierówność f(x) < g(x). 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Wyznacz wzór funkcji liniowej f, która dla każdej liczby rzeczywistej z 
spełnia warunek: 


a) f(-2x +1) =4r — 3, b) f(3x +2) =9r +1. 

Sprawdź, czy punkty A, B i С należą do wykresu tej samej funkcji liniowej. 
a) A(0,2), B(5,—3), C(-2,3) b) A(3,2), B(—1,1), С(2,3) 
Punkty A, В i С należą do wykresu tej samej funkcji liniowej. Oblicz 
współrzędną a. 

a) A(0,—2), B(—2,2), C(0,a) ©) A(3,7), B(-6,7), C(V3,a) 


b) А(1,3), B(5,5), C(a,0) 4) A(3,2), B(a,6), C(-1, 7) 
Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest stała? 

a) f(x) =(m+2):+7 b) f(x) = (2 — |m + 3|)x + 4 
Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest malejąca? 

a) f(x) = (т? – 4)z +7 с) f(x) = (m? —5m+6)x + 14 
b) f(x) = (6 — |m|)z — 3 d) f(x) = (4— |m + 4|)z + 4 


Dane są punkty A(5, —3), B(4,2) i C(3,2m — 1). Wyznacz wartości para- 
metru m, dla których: 

a) proste АВ i АС są prostopadłe, 

b) prosta AC jest równoległa do prostej 3x — 6y + 1 = 0. 

Dla jakich wartości parametru m proste p, i ро są prostopadłe? 

a) piy=(l-m)r—4, р:у= –22+7 

b) pi: y = mz +5, pa: y = (m — 2)x — 3 

с) p: y = (Im| — 1)z — 1, ри у= т+1 


Oblicz miare kata, który dana 


ы A Jeśli a jest kątem, który prosta y = az+b 
prosta tworzy z osią OX. 


tworzy z osią OX, to a = tga. 


a) уЗг — уЗу = 6 
b) 3z- уЗу = 1 
с) 2r+2y=3 


d) VŻr + убу = 2 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Oblicz z dokładnością do 1° miarę kąta, który prosta przechodząca przez 
punkty A i B tworzy z osią OX. 


a) А(—6,—1), В(2,3) b) А(—4,1), B(2,—8) 


Wyznacz równanie prostej przechodzącej przez punkt P i tworzącej z osią 
OX kąt a. 


a) P(-9,—2V3), а = 30° b) Р(2у3, —2), a = 150° 
Określ liczbę rozwiązań równania w zależności od parametru a. 
а) £ +a = 2r — За d) 4az +а = 2a — ат 

b) (3—-а)хт=4+т e) а?т+1=а?+ат 

c) ar- 1=a- r f) a(ar-a-1)=r-2 


Dla jakich wartości parametru a rozwiązaniem równania jest liczba dodat- 
nia? 
a) 2(x +1) =3+ar b) (a+1)r = 22-а 


(w złotych) wypożyczenia samochodu na jeden dzień opisuje funkcja 

40 + 0,22, gdzie 40 zł jest opłatą stałą, 0,2 zł ~ opłatą za 
chany kilometr, a z — liczbą przejechanych kilometrów. Oblicz koszt 
yczenia samochodu, zakładając, że przejechał on 500 km. 


Koszt wypożyczenia samochodu na 3 dni składa się z opłaty stałej 100 zł 
oraz opłaty 0,2 zł za każdy przejechany kilometr. Podaj wzór funkcji opi- 
sującej koszt wypożyczenia samochodu w zależności od liczby przejecha- 
nych kilometrów. Naszkicuj wykres tej funkcji. Ile maksymalnie kilome- 
trów można przejechać, aby koszt wypożyczenia samochodu na 3 dni nie 
przekroczył 300 zł? 


Inwestor za kwotę K złotych zakupił akcje dwóch firm A i B. Po roku 
zysk ze sprzedaży akcji wyniósł 7%, w tym zysk ze sprzedaży akcji firmy 
A-4%,a firmy B — 8%. Jaki procent zainwestowanej kwoty wydał inwestor 
na akcje firmy 4, a jaki — na akcje firmy B? 


Inwestor za 100 tysięcy złotych zakupił akcje dwóch firm, A i B, oraz ob- 
ligacje. Po roku zysk ze sprzedaży akcji wyniósł 5,6%, w tym ze sprzedaży 
akcji firmy A — 2%, a firmy В ~ 6%. Zysk ze sprzedaży obligacji wyniósł 
4,6%. Oblicz, jaką kwotę przeznaczył inwestor na akcje firmy A. jaką — na 
akcje firmy B, a jaką — na obligacje, jeśli wiadomo, że zysk ze sprzedaży 
wszystkich papierów wartościowych wyniósł 5,4%. 
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Zestaw III – podsumowujący 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


35. 


36. 


Wyznacz równania prostych, w których zawierają sie przekątne równoleg- 
łoboku ABCD. Podaj współrzędne punktu przecięcia tych przekątnych. 


a) A(-2,—1), В(4,—1), C(3,6) b) A(0,0). B(6,1), С(4,6) 


Wykres funkcji g jest symetryczny do wykresu funkcji f(x) = 12 +1 


względem początku układu współrzędnych. Wyznacz wzór funkcji g. Na- 
szkicuj wykresy obu funkcji i odczytaj, dla jakich argumentów zachodzą 
jednocześnie nierówności f(x) < 3 i g(x) > —2. 


Zbadaj wzajemne położenie wykresów funkcji f i g. Dla jakich argumentów 
funkcja f przyjmuje wartości nie mniejsze niż funkcja g? 
T, g(a) =- +9 

j ®+2_-3 — z+6 _ z+4 
b) (а) = 222 — E72, g(a) = 148 _ 24 
Funkcje liniowe f(x) = 42 — а oraz g(x) = az — 1 mają wspólne miejsce 
zerowe, a g jest funkcją malejącą. Oblicz a. 
Funkcje liniowe f(x) = 3x + b oraz g(x) = ar — 1 mają wspólne miejsce 
zerowe. Oblicz wszystkie całkowite wartości współczynników a i b. 


ór funkcji liniowej f, jeśli wiadomo, że dla każdej liczby rze- 
ej z zachodzi równość f(z + 2) + f(x 2) = 6x — 8. 


Funkcja f dana jest wzorem f(x) = |[2z+4|— 6. Z wykresów odpowiednich 
funkcji odczytaj rozwiązanie równania. 
a) f(a) - f(r+2)=4 b) f(r-1)+f(r+1)=0 


„Dla jakich wartości parametru m równanie 4т22 — 1 = 2m + т ma do- 


kładnie jedno rozwiązanie spełniające warunek |x| > т? 

Wykres funkcji liniowej f przechodzi przez punkty A(0,3) i B(-2, 1). Roz- 
wiąż nierówność: 

a) |f(3x)| < 6, b) А5) > z +2, с) f(|[2z+1|) < 13—32. 
Funkcje f i g dane są wzorami f(x) = z + |2 — m| i g(x) = 22 + |m + Ц. 
Wyznacz wartości parametru m, dla których: 

a) wykresy tych funkcji przecinają oś OY w tym samym punkcie, 

b) funkcje te mają wspólne miejsce zerowe. 
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37. 


40. 


41. 


42. 


43. 


Wyznacz całkowite wartości parametru m. dla których punkt wspólny 
wykresów funkcji f(x) = —2х + |m| — 7 i g(x) = бт — З leży w trzeciej 
ćwiartce układu współrzędnych. 
Rozwiąż układ równań. 
2(x + у) — 3(x — у) = 27 ) 
© 
3(x +y) + (z — y) = —20 


4) 


b) (2x +y) — 6(x + 20) = 3 
9 (a +2y) +2(25+y)=6 


Dla jakich wartości parametru m rozwiązaniem układu równań jest para 
liczb dodatnich? 


r-3y=m mz +y=3 
a) с) 
2rty=m+1 т – ту = 5 
а= ту = 4 ma + 2у = 6 
b) ш AE 
т+Зу=2 21 + ту = 1 


Dla jakich wartości parametru m rozwiązaniem układu równań jest рага 
liczb różnych znaków? 

2т+у=т+1 Зх — 2у = 2т + 1 
а) b) 


2-20 =т- 3 1+d4y=4-m 


Dla jakich wartości parametru m punkt przecięcia prostych у = £ = m— 1 
oraz 2r + y = 4m + 1 należy do wnętrza trójkąta ograniczonego prostymi 
y=5,2r+y=lir-y=1? 

Dane są proste y = r + m + 2 oraz y = 2r + 3m. 

a) Dla jakich wartości parametru m punkt przecięcia tych prostych należy 
do obszaru opisanego nierównością |r| + |y| < 4? 


b) Jaką figurą jest zbiór punktów przecięcia tych prostych dla m € В? 


Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór rozwiązań układu nierówności. 


) y>-3u+1 ) -r + 2y <4 ) + y| < 4 

5 5 

2y <2— 12 y> |а| 1 |: —y| < 4 
2-2у<2 <2- |r-2 : 

в y < RSE |к—2| p ly < |e| 
1 +2y<6 у> |z| - 2 l| <3 
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5.4. Funkcja kwadratowa 


Funkcję f(x) = aa? + br + c określoną dla т € R, gdzie a,b,c € R oraz 
a ź 0, nazywamy funkcją kwadratową lub trójmianem kwadratowym. 
Wykres funkcji kwadratowej nazywamy parabolą. 
Znak współczynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli o równaniu 
у = ат? + ba + e są skierowane do góry (a > 0), czy do dołu (a < 0). 
Wyróżnikiem trójmianu kwadratowego nazywamy liczbę A = b? — 4ac. 
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = ax? + br + © 
s Jeśli A > 0, to funkcja ma dwa różne miejsca zerowe: 

т = 258, z, = MENS 
= Jeśli A = 0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: z = z (nazywamy je 
pierwiastkiem podwójnym). 
« Jeśli A < 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych. 


eragg Gi funkcji niy у = az? +br +c względem osi OX 
Ы Ta a<0 
14 >0 =0 A<0 
У (| 
О Ж x 0] 0 Е | x О X 
Ma >0 a>0 | >0 
a >0 | =0 (A <0 


Wzór funkcji kwadratowej 
= Postać ogólna: y = ат? + bz + c, gdzie a # 0 


y 


= Postać kanoniczna: y = a(x — р)? + q, gdzie a £ 0 
Punkt o współrzędnych (p,q) jest wierzchołkiem 
paraboli oraz: 


p=-b i q= 
a Postać iloczynowa: 

e jeśli A > 0, toy = a(z—mi)(z —zo). gdzie r, i rą są miejscami zerowymi: 
jeśli A = 0, to y = a(z — zo)2, gdzie zo jest miejscem zerowym; 

e jeśli A < 0, to nie istnieje postać iloczynowa. 
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Zestaw | - wprowadzający 


1. Podaj równanie paraboli przedstawionej na rysunku, jeżeli wiadomo, że 
powstała ona w wyniku przesunięcia paraboli y = 1т?. 
a) Wt b) 14 J с) 


2. Przedstaw wzór funkcji / w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres tej 
funkcji i odczytaj z niego jej zbiór wartośc 

c) f(z)=—z2— 62-5 

d) f(z) = —2:2 + 4z — 2 


3. Wykresem funkcji /(т) = 22 + br + c jest parabola o wierzchołku w punk- 
cie W. Oblicz współczynniki b i e oraz podaj zbiór wartości funkcji f. 
a) W(0,0) c) W(0,-1) — e) W(2,3) g) W(4,1) 
b) W(-1,0) d) W(1,4) f) W(-1,4) h) W(-1,-1) 


4. Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f. 

a) f(x) = 2 + 4022-2 b) f(z) = —10:2 + 2002 + 3000 

5. Podany przedział jest zbiorem wartości funkcji f(x) = т? + bz + 1. Oblicz 
współczynnik b. 

a) (—3;00) b) (0; оо) с) (—8;00) 

6. Wykres funkcji kwadratowej f, do którego należą punkty А i B, jest 
osiowosymetryczny względem prostej z = 1. Zapisz wzór funkcji f w po- 
staci kanonicznej oraz podaj współrzędne wierzchołka jej wykresu. 

a) A(—1,0), B(0,6) b) A(0.0), B(3,6) 

7. Parabolę o równaniu y = т? + 2x + 1 przesunięto o wektor W. Naszkicuj 
otrzymaną w ten sposób parabolę i podaj jej wzór. 

a) 1 = [3,0] b) X =[0,-2] с) w=[3,—2] d) w =|-1,—2] 

8. O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f(x) = 312, aby otrzymać 
wykres funkcji g? 

a) g(x) = 3a? + 6x +5 c) g(x) = 322 +32 +1 
b) g(x) = 322 — 6r +5 d) g(z) = 3z? + 12z +12 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


18. 


Rozwiaz równanie. 
a) 2(22+1) = 0 с) 2522 —1=0 е) 1 —6:+9=0 
b) 322 — 6r = 0 d) 22-3=0 f) 422 +4r+1=0 


Sprawdź, czy równanie ma rozwiązanie. 

a) z?—-3r+V5=0 b)a?+4r+3V2=0 с) 2x? —2Y6r+3 = 0 
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f i zapisz jej wzór w postaci iloczynowej 
(o ile jest to możliwe). Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego, dla 
jakich argumentów przyjmuje ona wartości dodatnie, a dla jakich — ujemne. 
a) f(x) =—a* +3x +4 с) f(z) =z?2 — 6z + 9 

b) f(x) = 322 — 12z +9 d) f(z) = —222 + 4r — 2 


Wyznacz punkty wspólne paraboli i prostej. 

a) y=—6e2+Tr+6,y=1—6z b)y=3a?—2r+T,y=dr—4 
Wyznacz wszystkie liczby 
a) 2? < 16 b)9-13>0 с) 22<42 d) 16+ a? < Se 


salkowite spełniające podaną nierówność. 


Dane są funkcje f(z) = 222 — z +3 i g(z) = z +7. Rozwiąż nierówność. 
a) f(x) < g(z) b) f(x)+z:g(r)<0 с) f(x) +g(a) >0 
Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


а) Л) = рар b) Л) = 650—687 e) (а) = m 


Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartości najmniejszą i największą 
funkcji f w podanym przedziale. 

a) f(«)=a?— 2a, (—133) c) Да) =z2 + Ar + 4, (—4;—3) 

b) f(z) = —z2 — 2a, (0;2) d) f(z) = —2z22 +4r +6, (0;3) 


. Podaj wzór funkcji, której wykres otrzymano w wyniku przekształcenia 


paraboli o równaniu y = (т + 1)(x — 2) przez: 

a) symetrię względem osi OX, — d) przesunięcie o wektor 1 = [—1,4], 
b) symetrię względem ові OY, е) symetrię względem prostej z = —2. 
c) symetrię względem początku układu współrzędnych, 

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = |m] 
w zależności od parametru m. 

a) J(z) = |(z +3)? – 4| b) f(z) = |(z +1)(z +3)| 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 
19. Dana jest funkcja f(x) = a(x — 7)(2 + 1), której najmniejsza wartość jest 
równa —4. Oblicz współczynnik a oraz wyznacz współrzędne wierzchołka 
paraboli będącej wykresem funkcji f. 
20. Wyznacz wzór funkcji kwadratowej, jeżeli wiadomo, że jej wykresem jest 
parabola o wierzchołku W (1,2) oraz: 
a) jednym z miejsc zerowych jest 0, b) należy do niej punkt A(3,4). 


21. Dana jest funkcja f(x) = z2 + 5r + c. Oblicz współczynnik c, jeśli: 
a) do wykresu funkcji f należy punkt P(—2,1), 
b) funkcja f ma dokładnie jedno miejsce zerowe, 
с) najmniejsza wartość funkcji f jest równa —Ė. 
22. Oblicz współczynniki b i c trójmianu y = т? + bz + c, jeśli: 
a) trójmian ten ma dwa pierwiastki 2 i 


b) trójmian ten osiąga najmniejszą wartość równą 7 dla z = —1, 
c) trójmian ten przyjmuje wartości ujemne tylko dla x € (—1;4), 
d) wykres tego trójmianu jesi 
cina oś ОҮ w punkcie (0,5). 


metryczny względem prostej z = 3 i prze- 


23. Wyznacz wszystkie wartości współczynnika c, dla których funkcja f ma 


dwa różne miejsca zerowe. 
a) f(a) = 2a? — dr+c с) f(z) = la? —6r-e 
b) f(z) = -r?° +5r +c d) (х) =22- т-с 


24. Wyznacz wszystkie wartości współczynnika b, dla których funkcja f ma 
dokładnie jedno miejsce zerowe. 


a) f(z)=z2+br+3 b) f(z)=z2+br-4 с) f(v) = 222 +ba 
25. Rozwiąż równanie. 
а) 21 +512 —36=0 с) 1'+2a*—15=0 е) а? – 9|r| = 0 
b) zt- 822 —9=0 d) 2r* +74 —4=0 f) 2*+18=9]z| 
26. Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 
y=r"+4r -3 b) у= –1? +4r c) у= 102 —40+7 
т+у=-7 т+у=4 т-у=5 
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27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


35. 


A 216 5. 


Określ liczbę miejsc zerowych funkcji f w zależności od parametru m. 
а) f(z) =«?+2r+m b) f(x) = (m — 1)z2 +2ma +3m—2 


Określ liczbę rozwiązań równania w zależności od parametru a. 

a) 4a? +ar+9=0 b) (a +1)z22 +(a+2)r+1=0 

Dla jakich wartości parametru a funkcja f przyjmuje tylko wartości nie- 
ujemne? 

a) f(x) =(a+3)a* — 4a +2 b) f(x) = (1— a)z2 + 4a — 2а 

Dla jakich wartości parametru m funkcja f przyjmuje tylko wartości ujem- 
ne? 

а) f(r)=(m+1ljae"-r+m+1 b) f(x) = (m*—1)x*+(m-1)r-* 


Dla jakich wartości parametru m nierówność jest prawdziwa dla każdej 
liczby rzeczywistej z? 

a) та? + mz — 1 < 0 ©) (m—1)(m+1)z2+(m—1)z+1 > 0 
b) (1 —m)z2 +mz — 1 < 0 d) mz? + (m —3)z +2— m S< 0 


Wzory Viàte'a 
Jeżeli równanie kwadratowe ax*+br+c = 0 ma pierwiastki z) i £3 (А > 0), 


to: Ł в 
тү+тз=—-— oraz m(:z = Š 
1 + ta = (= 


Oblicz sumę i iloczyn pierwiastków równania. 
a) 3a? +12r—18=0 b) (V3 + 1)z? +6r=1— уЗ 
Określ znaki pierwiastków równania. 
a) 1022 — З= — 100 = 0 с) 222 +5V2r+2=0 
b) –722 + 14r-3=0 d) —6r? +r+2V3=0 

. Liczby zy i £2 są pierwiastkami równania 1222 47—15 = 0. Oblicz wartość 
wyrażenia: 
a) zj +a$, c) [а — zaj, е +, 
b) (21 — 22)?, d) (zi +2г)(жз +21), 0 ы + 
Dla jakich wartości parametru a równanie ma pierwiastki o różnych zna- 
kach? 
a) 22 +2r+a+2=0 b) ar? +4r+a+3=0 

Powtórzenie 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


Dla jakich wartości parametru a równanie ma dwa różne pierwiastki do- 
datnie? 


a) 22 + (2a—3)r +2a+5=0 b) az? — (a+2)1+a+2=0 

Dla jakich wartości parametru a równanie ma dwa różne pierwiastki ujem- 
ne? 

a) 22 +(a+2)r+a-1=0 b) ax? – 47 +а+3= 0 


Znajdź dwie liczby, których suma jest równa 3 oraz: 
a) suma ich kwadratów jest równa 65, 


b) różnica ich kwadratów jest równa 33. F= 


Wokół basenu o wymiarach 9 m x 4 m wyłożono 
kafelkami pas szerokości x. Jaka jest szerokość 
tego pasa, jeśli zużyto 68 m? kafelków? 


Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest równa 7. Jeżeli pomnożymy ją przez 
liczbę o przestawionych cyfrach, to otrzymamy 1300. Znajdź tę liczbę. 


Wyznacz najmniejszą wartość sumy kwadratów liczb т i y, jeśli: 
а)т+у=3, b) ry=6, с) 2z — y = 0. 


Drut o długości 68 cm dzielimy na dwie części — z jednej tworzymy ramkę 
kwadratową, a z drugiej ~ prostokątną. Stosunek długości boków ramki 
prostokątnej wynosi 3:1. Na części jal długości należy rozciąć drut, 
aby suma pól powierzchni ograniczonych przez ramki była najmniejsza? 


Przedstaw pole Р prostokąta (rysunek poniżej) jako funkcję zmiennej т. 
Podaj dziedzinę tej funkcji i naszkicuj jej wykres. Dla jakiego argumentu 
pole jest największe? Wyznacz wymiary prostokąta o największym polu. 
a) b) |AC| =|BC| 

c 


Obwód prostokąta jest równy 24 cm. Jakie powinny być długości jego bo- 
ków, aby walec, który powstanie przez obrót tego prostokąta wokół jednego 
z boków, miał jak największe pole powierzchni bocznej? 
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45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Wyznacz liczbę wierzchołków wielokąta, który ma: 
a) 90 przekątnych, b) 135 przekątnych, с) 189 przekątnych. 


Dwaj kolarze przejechali trasę 120 km. Pierwszy jechał ze średnią prędko- 
ścią o 1 km/h większą od prędkości drugiego i całą trasę pokonał w czasie 
o 12 minut krótszym. Oblicz średnią prędkość każdego z kolarzy. 


Punkt porusza się wzdłuż osi ОХ, a jego położenie w chwili # dane jest 
wzorem x(t) = 4t?+ł, gdzie т wyrażone jest w metrach, a t — w sekundach. 
Oblicz średnią prędkość punktu od chwili ży do chwili tą. 

a) ti =0s,t=1s b) t =1s, t =2s c) ti =0s, t =2s 
Rowerzysta przejechał z miasta A do miasta B odległego od A o 54 km. 


Wzór s(t) = 36t — 622 opisuje długość s (w kilometrach) drogi pokonanej 
przez rowerzystę po t godzinach jazdy. 


a) Oblicz, ile czasu jechał rowerzysta. 
b) Oblicz średnie prędkości rowerz 
jazdy oraz na całej trasie (w km/h). 


y w pierwszej i w drugiej godzinie 


Z wysokości 5 m wypuszczono z łuku pionowo do góry strzałę z prędkością 
początkową 50 m/s. Wysokość strzały nad ziemią (w metrach) można 


przybliżyć wzorem: 
h(t) = 5 + 50t — 5t? 


gdzie t jest czasem lotu strzały (w sekundach). 


+ wysokość [m] 


a) Określ dziedzinę funkcji h. 


b) Przerysuj tabelę wartoś 
szytu i ją uzupełnij. 


funkcji h do ze- 


18 |1|2|3]4/5/6/7)|8|9 

h [m] 50 85777 125 110 85 50 
с) Po ilu sekundach od momentu wypuszcze- 
nia z łuku strzała osiągnie wysokość, z której 
ja wypuszczono? 


d) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia 
z łuku strzała osiągnie największą wysokość? 5 


e) Na jaką największą wysokość doleci strzała? i czas [в] 
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Zestaw IlI - podsumowujący 


50. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, której 
chołku W przystająca do paraboli у = т?. 
a) W(m*,0) b) W(0,—25m?) с) W(—2m,—4m*) 4) W(m,—4m?) 


ykresem jest parabola o wierz- 


51. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = (т — 2р)? + p, gdzie p € R. Wyznacz 
zbiór wartości funkcji g oraz podaj równanie osi symetrii jej wykresu. 
a) glz) = /(v+p)-p с) g(z) =p— f(z) 
b) g(x) = f(p — z) d) g(z) =p- f(2p— z) 

52. Naszkicuj wykres funkcji f. a następnie odczytaj z niego liczbę rozwiązań 
równania /(т) = a w zależności od parametru a. 


otóz Z > j= f 202-1) dla z <2 
aiaee- graf E w 292 
Ер С 4а т<0 
b) да) = —'-4+2 а) f(z) = { Pope 
53. Rozwiąż równanie. 
a) |322 — 4r +2| = 1 d) т®—-2х+|т—1|=1 
b) |a? + r — 10| = 10 e) |-|+|1-2-|= 
с) |? — 6e +7| = 2 f) |z? +4r -5| + |22 + 45| = 5 


54. Rozwiąż układ równań. 
) у= 1? +87 +12 З у= 12 – 6т+11 у= (2-2) -1 
а b с 2 
y=- — 2a y=(a—1)(r +1) у+а? =6r—5 
55. Rozwiąż układ równań. 
zy=—6 а? +1? =13 912 + 2 = 25 
а) 4 0 b) У e) „dod 
т+у=1 ту=4 


56. Dla jakich wartości parametru m dziedziną funkcji: 


Қа) = тїї + (т + 2)z + (т + 2) 


jest zbiór liczb rzeczywistych? 


57. Dla jakich wartości parametru m zbiorem wartości funkcji: 
f(x) = (m + 1)z22 — 82 +m 
jest przedział (—7; оо)? 
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° 


61. 


62. 


63. 


67. 


68. 


Dla jakich wartości parametru m równanie (m + 1)x* — 4ma +2m +3 = 0 
ma pierwiastek podwójny? Wyznacz ten pierwiastek. 


Wykaż, że dla dowolnej wartości parametru m przynajmniej jedno z rów- 
nań т? + 2x + m = 0 oraz т? + (m + 1)z + 1 = 0 ma rozwiązanie. 


Dla jakich wartości parametru m funkcje f(x) = 22° — 3x + m — 1 oraz 
g(z) = 2? — 2x +m+ 1 mają wspólne miejsce zerowe? Wyznacz to miejsce 
zerowe. 


Liczby тү i £2 są pierwiastkami równania т? — 7r + 2 = 0, a liczby 4z, 
i 41 są pierwiastkami równania т? +br+c = 0. Oblicz zí + 12 Oraz 1, T2, 
a następnie wyznacz współczynniki b i c. 


Dia jakich artsa paka та оаа dwóch Opoa tów. 
nania т? + (m — 1)r — m + 1 = 0 jest mniejsza od 2? 


Dla jakich wart. parametru m suma odwrotności dwóch różnych pier- 
wiastków równania mz? — 2x + m = 0 jest nieujemna? 


Dla jakich wartości parametru m dwa różne pierwiastki równania: 
21? + тт — 2m = 0 

a) są większe od 1, b) są mniejsze od 2? 
Dla jakich wartości parametru b dwa różne pierwiastki тү i х2 równania 
Ga? + br + 1 = 0 spełniają warunek: 

= | SKY 
a) zi + Ta = 4, b) |z — 21| = 5? 
Sprawdź, czy istnieje taka liczba m, że dwa różne pierwiastki z; i £2 rów- 
nania т? + ma + m = 0 spełniają warunek: 


(е) 58) = 
Dla jakich wartości parametru т dwa różne pierwiastki ту i 25 równania: 
a) (4m — 1)z2 — 8тт +4=0 spełniają warunek + + = > 1, 

b) 2122 + (2m — 1)r +2m +1 = 0 spełniają warunek z? + z2 > 1, 

с) z2 + (m +2)z + 4 = 0 spełniają warunek |z; — 22| = 3? 


Wyznacz wzór funkcji у = f(m) i naszkicuj jej wykres, jeśli wiadomo, że 
f(m) jest sumą: 


a) kwadratów pierwiastków równania 22 — 2mz + m? — 1 = 


b) odwrotności pierwiastków równania (5m — 1)(m — 1)a? + 6r + 1 = 0. 
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5.5. Wielomiany 


Funkcję zmiennej rzeczywistej x daną wzorem: 
W(T) = а„т” + an1" +... + 047 + ao 
gdzie а, Z 0. n € N, nazywamy wielomianem stopnia n. 
Funkcję w stale równą zero nazywamy wielomianem zerowym (w = 0) 
i jego stopnia nie określamy. 
Liczby: ay, а„-1...., ау, ау nazywamy współczynnikami wielomianu, 
a współczynnik ag — wyrazem wolnym. 
Każdy niezerowy wielomian można przedstawić jako iloczyn czynników 
stopnia co najwyżej drugiego. 
Liczbę a nazywamy pierwiastkiem wielomiam w, jeśli w(a) = 0. 


Twierdzenie o rozkładzie wielomianu 
Dla dowolnych wielomianów w i q, gdzie q # 0, istnieją wielomiany p i r 
takie, że: 
w(x) = p(z) - а(х) + r(x) 
oraz r = 0 lub st(r) < st(q). 
Twierdzenie o reszcie 


Jeśli r jest resztą z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to 
r = ш(а 


Twierdzenie Bézouta 
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo- 
mian w jest podzielny przez dwumian т — a. 


Twierdzenie o pierwiastkach całkowitych 

Jeżeli wielomian w(x) = anz” +a, 12"! +... аш +ag (ao # 0) o współ- 
czynnikach całkowitych ma pierwiastek całkowity, to jest on dzielnikiem 
wyrazu wolnego ao. 


Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych 

Jeżeli wielomian w(z) = ат" +a, 1171 +...+ayr+ag (a, # 0, ao #0) 
o współczynnikach całkowitych ma pierwiastek wymierny x = Е ір, д są 
liczbami całkowitymi względnie pierwszymi, to р jest dzielnikiem wyrazu 
wolnego ag, a q jest dzielnikiem współczynnika a. 


Liczbę a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym (k € N.) wielomianu w, 
jeżeli w jego rozkładzie występuje czynnik (z — а) i nie występuje czynnik 
(== а)*+!. 


5.5. Wielomiany 


221 wa 


Zestaw | – wprowadzający 


1. Oblicz współczynniki a i b wielomianu w, jeżeli w(1) = 3 i w(0) = —2. 
a) w(x) = 13 +az2— 2r +b b) w(x) = az!90 + 5z50 — 10225 + b 
2. Danesą wielomiany w(x) = 2z2—1iu(z) = 3z3—z2, Wyznacz wielomian k 
i podaj jego stopieñ. 
a) k(x) = u(x) + w(x) с) k(x) = w(x) + 2u(z) 
b) k(x) = u(x) — w(x) d) k(x) = 3x - w(x) — 2u(z) 
3. Dla jakich wartości parametrów a i b wielomiany u i w mają równe współ- 
czynniki przy odpowiednich potęgach? 
a) u(z) =8a* — a, w(x) = (b +2)a3 +1 
b) u(x) = z(z +a)? +b, w(x) = x? — 6z2 + 9z 
с) u(x) = z(az —b)? +b, w(x) = 9a* + 6z2 +2 +1 


4. Rozłóż wielomian w na czynniki. 


a) w(x) = 525 — 202° с) w(x) = —5z5 + 3021 — 452° 
b) w(x) = zë — 12522 d) w(x) = 22° + 8z — 102° 

5. Rozłóż wielomian w na czynniki. 
a) w(x) = х3 — 2a? — r +2 d) w(x) = Зт* — 15z3 — Gr? +302 
b) w(x) = z? + 3a? — 4r — 12 e) w(x) = 2т* —8a* + За? — 12r 
с) w(x) = 323 — 22 + 6r — 2 f) w(x) =a”—a* —a7 +1 


6. Rozłóż wielomian w na czynniki. 
a) w(x) = (z +3)? — (2x +1)? с) w(x) = 5(z — 1)° — 20(z — 1)* 
b) w(x) = (2®—4)#—(2—х)# — d) w(x) = A(z+1)—-8(z+1) 


7. Rozwiaz równanie. 


а) 3a5 = 1213 d) 27т' = —8т*% g) 6т1%—12х%+6х? = 0 

b) 5z5 = 202 e) 115 = 3212 h) х7—х% = 6z5 

©) 27 ="(2u)* f) 22 = /2z5 i) gas+a” = 125—1 
8. Rozwiąż równanie. 

a) 22 +2a7—r-2=0 e) r! -3a3*=3-r 

b) z? + 5a? +31 +15=0 f) 4r’ — 812 =1—2 

с) z? — 3a? — 4dr+12=0 g) 121 — 2=3r? — 80 

d) 224 — z? + 16r -8 = 0 h) 542* = 271" + 2r — 1 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Zapisz wielomian w 
w postaci w(x) = p(x) ` q(z) + r(x). 

a) ш(х) = 22° — r? — 21 — 3, q(z)=z+1 

b) ш(х) = 32 — 5a? +2: +3, q(z) =3r — 2 

c) w(z) = —:° — 3z* + 101° — 3z 9, q(z)=z+5 


Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w(x) = z! + zŠ + т? + т + 1 przez 
dwumian q. 


a) ш) == — 2 b) qe) =r+2 с) аш == — VB 
Nie wykonując dzielenia, sprawdź, czy wielomian: 

u (z) = 2* +3a* — 152° — 197 + 30 
jest podzielny przez dwumian q. 
а) q(x)=r+1 с) q(r)=r+3 е) q(z) =2+5 
b) q(z) =1 +2 d) q(r)=1—4 f) qg(r)=x—6 


Współczynniki wielomianu w(x) = «7 + art +... + аут + ao Są liczbami 
całkowitymi. Które z liczb: —3, 0, 1, 2, 5 nie mogą być pierwiastkami 
wielomianu w, jeżeli: 


a) ao = 4, b) ao = 6, c) ао = 15? 
Rozwiąż równanie. 

a) За a -1r-1=0 d) 2r! +813 + Ta? — 4x — 4 = 0 
b) æ? — 6a? +11r-6=0 е) +32? +r—2=0 

с) 22% +2? — 131 +6=0 f) t-r -r -r-2=0 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) w(x) = 22° — 3x? — 11x +6 c) w(x) = z! +? + z2 — 4r — 20 

b) w(x) = 2z3 — 9x? +27 d) w(x) = r! +2r° — 1412 + 2r — 15 
Współczynniki wielomianu w(x) = 
całkowitymi. Które z liczb: – 9, — 
wielomianu w, jeżeli: 


sa” +a4t" +... Барт +a są liczbami 
3, 2, 3 nie mogą być pierwiastkami 


2 


a) ao = 4, az = 4, с) ag = 6, as = 4, 

b) ao = 4, as = 6, d) ao = 6, as = 6? 
Rozwiąż równanie. 

a) 323 — 2r? +2r+1=0 с) 4z? + 7a? — 6r+1=0 
b) 2a” +2? —30+1=0 d) 121° + 80° =r+1 


55. Wielomiany 


Zestaw Il – ćwiczeniowy 
17. Wyznacz wielomian v(z,y, 2) = 4u(z,y, 2) — 2w(x,y, 2) i oblicz jego war- 
tość dla z = —1, y = 2, z = —4. 
a) u(z,y,z) = Za?yz — 2022 + 12°, w(ay, z) = Зт?уг + 4ryz? — ту? 
b) ируз) = 577: — туг, иброз) = ЫЗ: + fagz? — туг 


18. Rozwiąż równanie. Podaj krotności pierwiastków. 
a) (z — 2)(z2 — 6z + 10) = 2(x — 2) 
b) (z2 + 2x +1)(a? — 2т) = 3(z +1)? 
c) (z +2)(4z3 + 822) = z2 +41 +4 
d) (z — 1)?(r +2)% + (z — 1)%(х +2)2 = 0 


19. Rozwiąż nierówność. 
a) z(x — 2)(£ +3) <0 е) 15 +812 < 0 
b) 3(r+2(a?+1)(r+1)2>0 £f) 41222 r—3>0 
с) —3(z +2)(z22+ 1)(2+1)2 20 в) 23 +312 +37+1<0 
d) –2(2+1)(2- 2) (22-1) <0 h) —a* +21? — 47+3> 0 


20. Rozwiąż nierówność. 
a) zf + 31° — da? < 0 с) 25 +z! > 2a? 
b) 162° — 8a3 + x > 0 d) zë + 4a > 5a* 


21. Po podzieleniu wielomianu w przez wielomian p otrzymano iloraz q oraz 
resztę r. Wyznacz wielomian p. 
a) w(x) = 23 +21? —5r +5, q(z) =z22+3r-—2, r=3 
b) w(x) =2a3 — 522 +£ +1, q(z)=z2—3z+2, r=—1 
22. Dla jakich wartości parametru m reszta z dzielenia wielomianu w przez 
wielomian q jest równa r? 
a) w(x) = «3 +21? + mr — 8, q(z) =z —2, r=14 
b) w(z) = 2° +3a* + |т – 2], q(z) =z+1, r=6 
с) w(x) = z5 + (т? — 1)22 — 3ma, q(z) =z— 1, r=-2 
23. Dla jakich wartości parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu- 
mian q? 
a) w(x) = z? — az? +2ax—3, q(xr)=x-—3 
b) w(x) = a2z2 — daz +5, q(z)=z+1 
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24. 


25. 


26. 


27: 


28. 


29. 


Na rysunku przedstawiony jest wykres wielomianu trzeciego stopnia. Po- 
daj jego miejsca zerowe, zbiór argumentów, dla których przyjmuje wart 
dodatnie, oraz wzór tego wielomianu. 

a) Y 


Y P(2,4) 


Dla jakich wartości parametrów p i q liczba zo jest dwukrotnym pierwiast- 
kiem równania? 


а) z? — 212 +pr=q,to=l b) z3 + pa? + qz = 2, zo = —1 

Dla jakich wartości parametrów a i b wielomian w(x) = 31° +41? – 132+6 
jest równy wielomianowi u? 

a) u(x) = (z — 1)(aa? + br — 6) с) u(x) = (3x — 2)(aa? + ba + a — b) 
b) u(x) = (az + b)(z2 — br — a) d) u(x) = (r + 3)(aa? — bz + a — b) 


Wierzchołki trapezu ABCD należą do 
paraboli y = į(9 — z2). Punkty A i B są 
punktami przecięcia paraboli z osią ОХ, 
a punkty © i D leżą powyżej osi OX. 
Wyznacz wielomian opisujący pole tra- 
рели w zależności od zo (rysunek obok). 
Podaj dziedzinę tej funk Dla jakiej 
wartości zo pole trapezu jest równe 16? 


C(ao.1(9 — а$)) 


Dany jest prostopadlošcian (rysunek obok). 

a) Wyznacz wielomian opisujacy objetošé tego pro- 
stopadłościanu w zależności od r. Podaj dziedzinę tej 
funkcji. 

b) Oblicz objętość tego prostopadłościanu dla т = 5. ox 
с) Wyznacz wielomian opisujący pole powierzchni całkowitej tego prosto- 
padłościanu. Podaj dziedzinę tej funkcji. 


Krawędzie prostopadłościanu mają długości 22, 2—2, r—1. Wyznacz wie- 
lomian opisujący objętość tego prostopadłościanu w zależności od x. Podaj 
dziedzinę tej funkcji. Dla jakiej wartości 2: objętość prostopadłościanu jest 
równa 12? 


55. Wielomiany 


Zestaw III – podsumowujący 


30. 


31 


35. 


36. 


37. 


Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian z — 4 otrzymano iloraz 
а? — За + 1 i resztę 2. Rozwiąż równanie w(x) 


-z. 


Dla jakich wartości parametru m wielomian w(x) = z? + (m — 8)x + 2m 
jest podzielny przez dwumian x — m? 


Wielomian u(z) = 323 + (a +b)a? — 27: + a — 4b jest podzielny przez dwu- 
mian 2—2, a reszta z dzielenia przez dwumian т—1 jest równa 24. Wyznacz 
wartości parametrów a i b oraz oblicz pierwiastki tego wielomianu. 


Dane są wielomiany f(x) = (a — 2b)a* + 9z2 — 6x — 2, p(x) = ar + 2 
i q(z) = a? + br — 2. Wyznacz wartości parametrów a i b, dla których 
wielomian w(z) = p(x) - q(z) — 2/(т) jest wielomianem zerowym. 


Reszta z dzielenia wielomianu w trzeciego stopnia przez dwumian x+ 1 jest 
równa —8. Liczby —2 i 3 są pierwiastkami tego wielomianu, a jego wykres 
przechodzi przez punkt (0, —24). Wyznacz wzór wielomianu w i podaj 
zbiór argumentów, dla których przyjmuje on wartości nieujemne. 


Зх? +522 — 9a —4 ma pierwiastek wymierny należący 
). Rozwiąż nierówność w(x) > 0. 


а) Wielomian w(<) 
do przedziału (1; 


b) Wielomian w(x) = 513 — 22 — 9x — 4 ma pierwiastek wymierny należący 
do przedziału (—1; —3). Oblicz pierwiastki tego wielomianu. 


Pierwiastki zy, £2 i 23 wielomianu w(x) = 2° + az + b spełniają warunki 
тү — Tą = Ü oraz тү — тз = 3. Oblicz a i b oraz rozwiąż nierówność: 
w(r) > z +2 


Wyznacz dziedzinę funkcji f. 
a) f(x) = Va" — 5a? + 30 +9 b) f(z) = 


. Wykaż, że liczba p # 0 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu: 


w(x) = т% — Зр?т + 2р? 


a) Jaki warunek muszą spełniać współczynniki wielomianu trzeciego stop- 
nia w(x) = az? + ba? + ст + d, aby dla dowolnego argumentu r € R 
zachodziła równość w(x) + w(— z 
b) Wykaż, że jeśli dla dowolnego argumentu z € R wielomian w spełnia 
warunek w(x) = w(—z), to wielomian ten nie może być wielomianem 
trzeciego stopnia. 
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5.6. Funkcje wymierne 


Funkcję postaci y = 2, gdzie z € R, oraz 
a jest stałą dodatnią, nazywamy propor- 
cjonalnością odwrotną, wielkości z i y 
odwrotnie proporcjonalnymi, a stałą a — 
współczynnikiem proporcjonalności. 
Wykresem funkcji у = ©, gdzie z € RN {0}, 
a # 0, jest hiperbola. 

Prosta y = 0 jest jej asymptotą poziomą. 
a prosta т = Ü — jej asymptotą pionową. 
Funkcję postaci f(x) = 255, gdzie c 7 0, określoną dla z € R X { 


cz+d? 
jeżeli nie jest ona funkcją stałą, nazywamy funkcją homograficzną. 


Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola. 


Postać f(z) = Z +4, gdzie x € R | fp) i r # 0, nazywamy postacią 
kanoniczną funkcj s ае znej. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Przerysuj do zeszytu i uzupełnij tabelę, wiedząc, że wielkości z i y są 
odwrotnie proporcjonalne. 
т 1 1 $ 1 2 3 2/3 9 , 
У 7 7 ? ? Й ЖУЙ NS | 3 і 
2. Do wykresu proporejonalności odwrotnej у = ® należy punkt A. Wyznacz 
jej wzór. 
a) A(3,2) b) A(-1,4) с) A(v2,v6) 


3. Wyznacz dziedzinę wyrażenia. 


(z+4)(z—2) у 22545 
(z—3)(z+7) 27r3+= 
4. Rozwiąż równanie. 
£ = Lil 
Ai = e) 2+5=6 
32-1 _ 1 БВ 2 
Big 3 ata 


5.6. Funkcje wymieme 227 Wawas 


5. Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kres funkcji f(x) = 2. Oblicz a. 
a) Które spośród punktów A(-5,2). 
B(V5, V5) i С(1,—20) nie należą do 
wykresu funkcji f? 
b) Podaj zbiór tych argumentów, dla 
których funkcja f przyjmuje wartości 
mniejsze od 1. 


6. Wykres funkcji f przesuń o wektor 7. Podaj wzór otrzymanej w ten spo- 
sób funkcji g, wyznacz jej dziedzinę i zbiór wartości. Odczytaj z wykresu 
przedziały monotoniczności funkcji g. 


а) Ја) = 2, т = [2,0] b) Ла) = 1, т = 0-2] 
7. Wykres funkcji f(x) = – 2 przesunięto o wektor i otrzymano wykres funk- 


cji g. Wyznacz wzór tej funkcji, jeżeli punkt P jest środkiem symetrii jej 
wykresu. Sprawdź, czy punkt А(#,—4) należy do tego wykresu. 
a) P(0,-3) b) P(1.—6) с) P(-2,2) 


8. Podaj wzór funkcji, której wykres przedstawiono poniżej. Dla jakiej war- 
tości współrzędnej m punkt P(m,3) należy do tego wykresu? 


a) Ў b) 


9. Przedstaw wzór funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres i od- 
czytaj, dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości nieujemne. 


а) Jla) = 25 b) ла) = = с) f(z) = ER 


10. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = 2. Zapisz wzór funkcji g w postaci 
kanonicznej i wyznacz równania asymptot jej wykresu. 


a) g(x) = f(z +4)-1 b) g(x) = f(—z) с) g(z) =3— f(x) 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


Ti. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kres funkcji f(z) = 225 +4- 

a) Podaj współczynniki p i q oraz wy- 
znacz miejsce zerowe funkcji f. 

b) Odczytaj z wykresu, dla jakich ar- 
gumentów funkcja f przyjmuje warto- 
ści większe od 5, a dla jakich — mniej- 
sze od 3. 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę, zbiór wartości oraz miejsca 
zerowe. Dla jakich argumentów funkcja ta przyjmuje wartości dodatnie? 


a) Ja) = Z= ONO е) Jla) = 2212 
b) fla) = 2222 d) Ла) = е 0 /@)= m 


Wykres funkcji f przesunięto o wektor 17. Podaj wzór otrzymanej hi- 
perboli oraz współrzędne punktów, w których przecina ona osie układu 
арбаша h. 
2 =, = 
a) Дш) = 25, w = B,-1J о) Ла) = ŻEL, + = 0,2] 


b) Ла) =4- 52, т = [1,-2] d) f(1)= = =, T= [-2,3] 


Wyznacz dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. Oblicz jego wartość 


) х?+9т+8 ) 22+102+25 
22+16 22464-5 
5 2 2 
25-812 x?+2x-3 4:21 
b) -ama = f) paora 


Wyznacz dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. Oblicz jego wartość 
dla z = —7. 


3_ga2 2 
203-302-321 22-4 3 +2x+4 
Cak ni. e п ЕЙ 1 =5)52- 295 

а) 16-21 22—2=+1 Ву 22238) 2+2 


Wykonaj działania. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 


5r | 3r 
a) ia 1 Ua Кшт? 
31 | = т+3 , 1-3 _ 1749 
b) 28 taa 8) z-3 +з 22-9 
R. 1 1 3 
4 0 ат t sz= + 979217 


=== т+1 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Rozwiąż równanie. 


Rozwiąż równanie. 


2240—12 _ 6 g _ 48 
a) z2+3z-4 9 9) Ө ез wS 
«3 +30? +20 
b) 12+22 0 
z 
a A СЕ 


Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego zbiór rozwiązań nierówności 
f(x) < 2. 


1 dha z>0 EE dla r<2 
a) f(x) = b) /G)= + 7 
-Ż dla z <0 £ dla r>2 
22 т 
Rozwiąż nierówność. 
4 22-5 З= < 2z 
а) z>1 d) 32 >1 ре 
6 (> Ztl 2т+2 © z+1 
b) © e) 2> i= b) l 7 z+3 
3 IE 243 > Je 
Ę ( AS s= Жш ie 


ERZE wz zm 
o) 2+1 + 1+2 a 22+32+2 
b) 2+ > > WEZ" 


т+1 2-1 ` m 


1 
Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x) i nierówność f(x) > (х). 


-2 ) = 2 ;) = 232-1 =g- 
a) Ла) = 2, glz) = 22 b) а) = EX, g(rj=r-1 
Dana jest funkcja f(x) = z, Rozwiąż nierówność: 
a) f(x) < f(z +1), b) f(x — 3) > f(2). 
Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa rozwiązania? 
а) 2+2 =т b) 22 =r 
a т-т 
Dla jakich wartości parametru m nierówność jest prawdziwa dla każdego 
тєв? 
ma+5 z?+r+1 -2-1 
a) эы >0 b) асв aN 
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Zestaw IlI - podsumowujący 


26. Wyznacz dziedzinę i miejsca zerowe funkcji f. 


a) Да) = 24 -4 с) f(n) = ZĘ - > 
b) f(n) = 228 — 2r d) a= Es += 


Punktem kratowym w ukladzie wspólrzednych nazywamy punkt. którego 
obie wspólrzedne sa liczbami calkowitymi. 


27. Wyznacz wspólrzedne wszystkich punktów kratowych nalezacych do wy- 
kresu funkcji f. 


a) f(e) = 251 e) f(e) = 250 
b) Да) = === d) (z) = 355 


28. Wyznacz największą liczbę całkowitą war nierówność. 


a) jj -1>2 o) > z 
>з ааа 
29. Rozwiąż równanie. 
a) poz =1 о | 1 °) в == 
Boe * a) | )|Ës-1|=8 
30. Rozwiąż nierówność. 
a) 29 <1 b) = > 2 Фр? 


31. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. Określ 
liczbę рс równania f(x) = m w zależności od parametru m. 


a) Да) = a 9 =] +3] e) Ла) = = 
b) foj=riq+3 9 Л) = 2+3 0 Л) = = 
32, Rozwiąż graficznie nierówność. 
2z-1| _ Tal a a p 1 
4з b) |= >3 c) БЫ 
33. Dla jakich wartości parametru m równanie |3 — | = m ma dwa pier- 


wiastki dodatnie? 
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` 5) 34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


Przeczytaj zamieszczony w ramce przyklad. 
Wykaż, że funkcja f(x) = 5 jest rosnąca w przedziale (—3; оо). 
Zakładamy, że тү < т» oraz ri,z Є (—3: oc). Wówczas: 

o) pln = 272 _ 2r 222(214+3)-221(29+3) _ __6(тә—т1) 
Де) — Д) = Z2+3 2143 ` (12+3)(11+3) Т (zə2+3)(zi+3) 
Z założeń wynika, że 1ą — zí > 0, zə + 3 > 0 i zí + 3 > 0, zatem 
f(x2)— f(x) > 0, co oznacza, że funkcja f rośnie w przedziale (—3; oc). 


а) Wykaż, że funkcja f(x) = — 25; jest rosnąca w przedziale (2;00). 
b) Wykaż, że funkcja f(x) = zt jest malejąca w przedziale (—1; oc). 


Dla jakich wartości parametru m przedział (0: 4) jest zbiorem rozwiązań 
podanej nierówności? 


a) 1 >т b) -2 <m c) L > т? 


Wykres funkcji f(x 
Oblicz a oraz мули 
z prostą y = т. 


21-1 nie ma punktów wspólnych z prostą z = —2. 
współrzędne punktów przecięcia wykresu funkcji f 


Funkcja homograficzna f jest malejąca w przedziałach (—оо; 3), (3; оо), jej 
wykres nie ma punktów wspólnych z prostą y = 3, a miejscem zerowym 
jest liczba 1. Wyznacz wzór funkcji f i rozwiąż nierówność /(т) < 1. 


Proste o równaniach y = —z + 1 i y = т + 5 są osiami symetrii wykresu 
funkcji homograficznej f. Wykres ten przecina oś OY w punkcie (0,2). 
Podaj wzór funkcji f i wyznac; miejsce zerowe. 


Dwa samochody wyjechały jednocześnie z miasta A do miasta B, od- 
dalonego od A o 560 km. Średnia prędkość pierwszego samochodu była 
o 10 km/h większa od średniej prędkości drugiego, więc przybył on na 
miejsce o godzinę wcześniej. Oblicz średnie prędkości obu samochodów. 


Z dwóch miejscowości oddalonych od siebie o 126 km wyjechali naprzeciw 
siebie dwaj rowerzyści. Jeden z nich wyjechał godzinę później i jechał 
о 4 km/h szybciej. Rowerzyści spotkali się w połowie drogi. Oblicz średnią 
prędkość każdego z nich. 


Drogę w dół rzeki z punktu A do punktu B motorówka przepływa w czasie 
о 22,5 minuty krótszym niż drogę powrotną. Odległość między punktami A 
i B wynosi 18 km, a prędkość własna motorówki jest równa 20 km/h. 
Oblicz prędkość prądu rzeki. 
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5.7. Funkcje trygonometryczne 


Funkcje trygonometryczne kąta ostrego B 
ЕРЕ РРБ 
sina = = Ба 5 c Ж 
cosa=? сіва= 2 <S A 
s z A b c 
2 sin? а + cos?” a = 1 
sin a ше = sina вїп(90° — а) = cosa 
cos a sos -os(90' ZE 
ана = 588 сов(90° — a) = sina 
ва sina tg(90° — a) = ctga 
PA 
СЕО Сва па (90-а) = ва 


Zestaw | – wprowadzający 

1. Oblicz długości pozostałych boków trójkąta prosto- 
kątnego ABC (rysunek obok) oraz wartości pozosta- 
łych funkcji trygonometrycznych kąta a. 


a) a=6,tga=2 c) a = 6, cosa = 

d) c= V5, tga = 

2. Rozwiąż trójkąt prostokątny ABC (rysunek powyżej), w którym: 
a)a=40,a=30, b)b=6,a=60°, cja=y2-1,b=y6— уЗ. 


b) a=2,sina= 


3. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli: 
a) sin(90°—a)= 12, b) cos(90*—a)=3, c) tg(90° — a) = 


Ж 


4. Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a. 
а) cosa = Z b) sina = È c)tga=v6  d)tga=2y2 


5. Oblicz miarę kąta ostrego a, jeśli wiadomo, że: 


3- sina 1 1 1 
Bow a Ola mei 7 

š. a 3 
b) sina = УЗсоза, e) a, 


РОР 
š а sin а cos? a+sin? a 
c) v2sina — cos? a =sin* a, py EA b 


sin a соза 
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6. Kąt a jest ostry oraz tga = 3. Nie wyznaczając wartości sina i созо, 
oblicz wartość wyrażenia: 


) 3sin a — 2соѕа b) 4sin? a + 5 cos? a 


c) (sina + cosa)? 
5cosa sin a соза 


cos? a 
7. Kąt a jest ostry oraz sina - cosa = 4. Oblicz wartość wyrażenia: 
a) (sina + cosa)’, b) (sina — cosa)’, с) (sin* a — cos? a)”. 
8. Dla kątów ostrych a i 8 pewnego trójkąta prostokątnego zachodzi równość 
sin a + sin 8 = Z. Oblicz: 
a) cosa + cos 3, b) sina -sin 8, c) cosa : cos J. 
9. Rozwiaz trójkat prostokatny o przeciwprostokatnej dlugošci 10 oraz katach 
ostrych a i 8 spełniających warunek: 
a) sina · соѕ 8 = 0,36, b) tga+tg8=2, с) cosa- tg ñ = 1,5. 


10. Uprość wyrażenie tak, aby występowała w nim jedynie funkcja cosinus. 
Oblicz jego wartość dla cosa jeśli a jest kątem ostrym. 


d ifa a у ада 
а) (a+ 2) b) Irea ©) ыен. 
11. Oblic: 
a b) 
z 1 

ań 4] 6) kody 

1 9-2V3 1 ' r ' 

AJ i 2 


. Wierzchołek latarni morskiej znajduje się 30 m nad poziomem morza. 
W kierunku latarni płynął ponton, z którego było widać jej wierzchołek 
pod kątem 10°. Po pewnym czasie ponton zbliżył się do latarni tak, że 
jej wierzchołek było widać pod kątem 35°. Jaką odległość przebył ponton 
w tym czasie? 


ZW | ŻA) 


. Z jednego okna latarni morskiej widać kuter pod kątem 10°, a z drugiego, 
położonego 4 m wyżej — pod kątem 11°. Oblicz odległość kutra od latarni. 
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Funkcje trygonometryczne dowolnego kąta 


Niech P(x,y) będzie dowolnym punktem, róż- 
nym od początku układu współrzędnych, leżą- 
cym na ramieniu końcowym kąta a € (0°; 360°). 
Wtedy: 


іва = Е (z £ 0), 
ctga = + (у #0), 


gdzie r = |OP| = Va” +1. 


Tożsamości trygonometryczne 


sin? ж + cos? ж = 1 dla dowolnego r € R 


tgr == dla r ER|f5 + kz: k € Z) 


сов 


ctgz = === dla z € R \ (kz: k € Z) 


a= MAL k 
ctgz= т огай tgz= го dla r € R V í 


kez) 


° 1 + 
1+tg’ r= —у- dla s €R| (5 +kr: kez} 
l+cetg2z = zr; dla w ER| (kr: keZ} 


sin 


Wzory redukcyjne 


sin(-a) = — sina sin(7 — a) = cosa sin(Z + a) = cosa 
cos(—a) = cosa cos(3 + a) = -sina 
tg(-a) = -tga tg(3 + a) tga 


ctg(-a) = —ctga ctg(7 + a) = -tga 


sin(r — a) = sina sin(r + a) = —sina 

(ae, GSA Wzory redukcyjne moż- 
cos(r—a)=—cosa  cos(r + a) = — cosa na stosować dla tych ką- 
tg(r — a) = -tga tg(r + a) = tga tów, dla których dana 


funkcja jest określona. 
ctg(r — a) = -ctga ctg(r + a) = ctga 


sin( — a) =-cosa  sin(Ę +a) =-cosa  sin(2r — a) = -sina 
cos(Ę —a)=-sina  cos(Ę +a) =sina cos(27 — a) = cosa 
tg(2 — a) = ctga tg(Ę +a)=-ctga 7 tg(2r-a)=—tga 


ctg(E + a) = -tga ctg(2r— a) = —ctga 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


14. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli do jego ramienia 
końcowego należy punkt A. 
a) A(8,6) b) A(—3, —4) c) A(5,—12) d) A(4,—4) 
15. Oblicz. 
a) sin 765° с) tg810 e) sin(—1710%) в) sin 960° 
b) cos1200* d) cos(—1395°) f) tg420° h) tg(—750°) 
16. Oblicz. 
у = 180° — sin 120° - cos 150 b) sin? 405° + sin? 405°. cos? 405° 
a, tg45°— tg 135° соз? 405°- tg 405° 
17. Wyznacz miarę łukową kąta środkowego w okręgu o promieniu r, opartego 


18. 


19. 


na łuku o długości I. Podaj miarę tego kąta w stopniach. 
а) л=2,1=т b)r=8,l=4r c)r=4,1= d) п=8,1= 27 


Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta т. 
a) sing =} i 1 € (Z;m) c) tgz= ë i тє (л; ёт) 
b) sinz = i тє (Zm:2m) d)tgr=—3 i тє (5;т) 


Sprawdź, czy istnieje taki kąt z, dla którego: 
a) sing = 0,6 i созт = 0,8, с) snz=3 i tgr=4, 
b) sinx = 0,5 i cosx = 0,5, d) sinz = $ i tgz= 5- 


Wykres funkcji sinus 


ааа LL i) 


20. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = tgx. Podaj jej dziedzinę, okres podsta- 
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wowy, miejsca zerowe i przedziały monotoniczności. 


Powtórzenie 


24. 


25. 


28. 


+ Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej zbiór wartości. 


a) f(a)=sinr+2 с) f(r)=żsinr-3 e) f(x) =3cosx — 2 
b) f(x) =cosr — 1 d) f(z) =2tgz+1 f) (2) = 2cosz+3 
Naszkicuj wykres funkcji f 1 odezytaj z niego jej miejsca zerowe. 

a) f(z)=sin(z—4) b) f(z) =cos(z+3) с) f(z)= tg(z+ 6) 


Wyznacz okres podstawowy funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj 
z niego zbiór wartości funkcji f oraz jej przedziały monotoniczności. 


a) f(z) = —2sin 2x e) f(x) = cos(2x — 5) 

b) f(z) = —3cos 3 f) f(z) =sin(ża + 7) 

с) f(x) = ztgża g) fe) =1+tg(zz + 5) 
d) f(z) = sin(2r + 7) h) f(z) = 2 — cos(2r — 7) 
Rozwiaz ачышы 

a) singr = g) 2sin? 2x 


b) sin(3z — 
с) cos(x — 5) = 


h) tg? 2r=1 
f) V3tg(3r+żm)=1 i) |cosżr-1|=3 


Rozwiąż nierówność dla r € (—27; 27). 


a) sinz < 4 d) sin2z < Ë g) 2sin(z + Z) > V3 
b) V2cosz > 1 e) сов > 1 h) 2cos(z— 3) < —V2 
c) 2cos4z > —1 f) 3tgz < VB i) V3tg(7 — z) > 3 
Rozwiąż nierówność, 

а) 2sin? r < 1 d) tg r <1 g) Btgz| < v3 

b) 4cos? 1 — 3 < 0 e) sin cosz > 0 h) |4sinr + 1| < 3 

c) sin r —1>0 f) 2|cosz| > 1 i) |4cosr—1|>1 
Wyznacz dziedzinę i zbiór wartości funkcji f. 

a) f(z) =|1-tgz| — 2 а) f(x) = аы 

b) f(z) =2-3|sinz| e) fz) = — = 


с) f(x) = sin2r—cos2r+1 f) f(z) = ГТ 


Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartości parametru m równanie 
f(x) = m ma rozwiązanie? 
a) f(a)=|sinz|-1 b) f(x) =3-2|cosz| с) f(x) = |tge|- 
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Funkcje trygonometryczne sumy i różnicy kątów 

Dla dowolnych a, 5 € R: 
sin(a + 8) = sin a cos 3 + cosa sin 8 
sin(a — 8) = sin a cos 8 — cos a sin 8 
cos(a + 8) = cosa cos 8 — sin a sin 8 
cos(a — 8) = cosa cos 3 + sina sin 8 


i a,8,a + 8 € RA {= + kw: k 2), to: 


Шон) = ҮЕ НЕ oma telap) = Maia, 
Funkcje trygonometryczne podwojonego kąta 
sin 2a = 2sin a cos 3 
cos 2a = cos? a — sin” a: 
cos2a = 2с05 a — 1 
cos 2a = 1 — 2sin2 a 
Jeśli a € R \ (+7 + Кт, + ka: k € Z), to: 
tg2a = г 
Zestaw III - podsumowujący 
[р] 29. Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 
a) sing + уЗ созт = 2sin(z + 4) c) 25 = p 
b) sinz — VBcosz = —2cos(z + Z) d) cos2r = = 
[р] 30. Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 
a) сы? — s d) tg2z — sin? r = tę? r sin? r 


b) sin z co: e) tgz(cosz + cos? sin z + $sin 20 


e а f) 1 + cos? 22 = 2(sin т + cos! z) 


с) sin13*cos17*+sin17*cos1l3* e) ѕіп 105° соѕ 105° 


f) cos? 105° — cos? 195° 


32. 


37. 


41. 


Wiadomo, że sina = Ż i z € ( 
a) cos (z + 5), 


Z; z). Oblicz: 
b) sin (5 — 2), 


Oblicz sin x i созт, jeśli wiadomo, że: 


a) cos2r=0,6 i re (0:7), 
b) cos2z = 0,6 i z€ (Z;r), 
Rozwiąż równanie. 
a) sin? r = 1 — cosz 
b) 2sin* z = cosżr 


Rozwiąż równanie dla z € (0; 27). 


a) cos? r + 2cosz +1 = 0 

b) 2sin* 1 – 2YŻsinr+1=0 
c) 2sinż r = 1 — sin z 
Rozwiąż równanie. 

a) cos 2r + 2 = ŻyŻcosr 

b) 2sin* r — sin? r = 0 


A =1 
с) costz — sint z = } 


с) 2cos2 x =sin2r 
d) sin 42 = cos 2x 


с) cos ($ — z), d) sin 2x. 
c) sinġ =% i ze (0;2), 
d)sinż = i ze (ёт; 2л). 


e) sinzcosz = 1 
f) sin2rtgz =1 


d) 2cos* r =sinr — 1 
е) 2cos2 т + V2cosz — 2 = 0 
f) 2соѕ r — 3sin2 r = 2cosz — 3 


d) 4cos! z — 7cos* 1 + 3 = 0 
e) tg” r—3tgr=0 
f) Зір r—3Jtg*r-tgr+1=0 


Wyznacz największe rozwiązanie równania należące do przedziału (0; r). 


a) sin2r + V3cosz = 0 

b) cos2r + 7sinr +3 = 0 

Rozwiąż równanie. 

a) sin? 2r + 6sin? z = 6 

b) sin? 2r + Зсоѕ22 = 0 

Rozwiąż równanie. 
2sin2z+sinz _ 

а) sin2s — 0 


b) 2с082 т-Зсовт+1 _ 0 


Acos2z-1 


. Udowodnij poniższą równość. 


a) sinz + cosz = V2cos(z — Z) 
Rozwiąż równanie. 
a) sinz + cosz = 0 


b) sinz — cosx = 1 


с) 2sin* r + 3cos? r — 2sinz =3 
d) 2cos* r — 2cos2 x — cosr +1=0 


с) sint т + cos! z = cosżr 
d) sin8z — sin 4x = 0 


©) „ыр == 


d) 2/8 — 2sinz = SZEF жы 


sine 


b) sinz — cosx = VZsin(z — 7) 


с) sinz + cosr = V2 
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42. Wyznacz pierwiastki równania należące do przedziału (— 


a) icos5rsin2r +2sinłr=V2 с) 4cos6rcos2r — 1 

b) 2sin3r + 4sinrcos4r = 1 d) sin3zcosz + 3 = sin z cosx 
43. Rozwiąż nierówność w przedziale (0; 2z). 

a) (sinr — 2)? < $-8sinżcosż с) cos! r +sin* z < 1 

b) (cos2x — 2)? < 8sin*r + $ d) соѕ? rsin 2 — sin? тсовт > 1 
44. Naszkicuj wykres funkcji f. Czy jest to funkcja okresowa? 

a) f(x) =sin2r — |sin2e| b) f(x) = |cosz| — созт 


45. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe należące do prze- 
działu (1;5). 
a) f(x) = |cosz cos(Z — z) + sin zsin(Z — x)| 
b) f(x) = 4|sin(z + Z)cos(z + ®)| 
46. Naszkicuj wykres funkcji f i rozwiaz nie- 
równość f(x) > 0. 
a) f(x) = cosrz b) f(x) =sin2rr 
47. Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji postaci f(x) = а cos(br). 
a) Podaj współczynniki a i b. 
b) Rozwiąż nierówność 2f(z) > 3. 


48. Wyznacz najmniejszą dodatnią wartość sumy т + y, jeżeli: 
Z =1-tgz 'tgy 


Żcosz сову 
[р] 49. Wykaż, że jeżeli т — y = 5, to sint(z + у) — cos1(z + у) = cosdz. 
50. Podaj największy ujemny pierwiastek równania ашк —8cos! r = 0, jeżeli: 


re (sin 15° + cos 15°)? 
— sin 125* -cos25* + sin 25° «cos 125° 


51. Oblicz sina + сове, jeżeli PE + PE = 5 oraz a € (#л}2л). 


52. Na podstawie wykresów funkcji f i g danych wzorami: 
(a) = У |sin(z + 7) + sin(z — 7)|. 


g(x) = 2 (sin(x — 5) cos(x — §) + sin(§ — £) сов 


podaj zbiór rozwiązań nierówności f(x) < g(x) w przedziale (—r; r). 
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5.8. Funkcja wykładnicza 
i funkcja logarytmiczna 


Funkcja wykładnicza 
Funkcję postaci f(x) = a”, gdzie a > 0 i a Z 1, określoną dla z € R, 
nazywamy funkcją wykładniczą. 


[z] 


Dla a € 

Ха) =a" j 

Logarytm 

Niech a i b będą liczbami dodatnimi oraz а Z 1, wówe: 
log, b= wtedy i tylko wtedy, gdy a” 


funkcja wykładnicza Dla a € (1; oc) funkcja wykładnicza 
st malejąca. f(2) = a” jest rosnąca. 


Jeż 


log, a 


i a, b, т i y są liczbami dodatnimi oraz a ź 1, to: 


z log, (z у) = log, z + log, y 
aat = b log, £ = log, z — log, y 

log, z” = plog, z, gdzie рє R 
Funkcja logarytmiczna 
Funkcję postaci f (x) = log, z, gdzie a > 0, a # 1, określoną dla z € (0; оо), 
nazywamy funkcją logarytmiczną. 


Y о<а<1 £ osi 


f(z) = loga z 


1 
[z] x 
Dla a € (0:1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1: оо) funkcja logarytmiczna 


f(a) = log, z jest malejąca. f(a) = log, z jest rosnąca. 
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Zestaw | – wprowadzający 


Ф. 


10. 


Ih 


Przedstaw liczbę w postaci a*, gdzie a € N, z € Q. 


зе 9 з. © YB. (4%) ° 
b) 251:125 3 d) 01: (0,5) f) (0.04). 357 
Oblicz. Й 

a) [e 008] e) (07.20%. (12 

b) „5% ‚БУ! . 125!-Ё а) (2 — V3)97(2+ /3)2 


Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest rosnąca? 

a) f(e)=(2m-3)3 b) f(2)=(1-4m)% с) f(z) = (2- m)? 
Określ, do którego z przedziałów: (0; 1) czy (1:00) należy liczba a, jeżeli: 
ajaż<a, Ъ)а#й<ай, с)а?<а*, dat > X. 


Porównaj liczby. Wpisz odpowiedni symbol: <, > lub = w miejsce ?. 
а) (22 2 | b) 0632 (5) с) 2,525 2 0,4725 
Zapisz liczby w kolejności od najmniejszej do największej. 

a) 9V3, 271, 377, 0924 b) 082, (8), (5), (8) 


Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentów 
funkcja f przyjmuje wartości większe od 1. 
a) f(x)=2-2% b) f(:)=27:37-2 с) f(1)=-2+'+3 


Dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości dodatnie? 
a) f(r)=9-3*-1 b) f(a)=vV2Ż-4% е) /(т}=5+1—5” 


Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x). 
a) /(тх)=4-2=—1, g(a)=37*' b) f(z)=21, g(z) = £ 


Oblicz. 


a) loga 16 с) loga z e) logo. 32 g) 105,216 
b) 108152 d) log, 2 f) logs V2 h) loga 2V2 
Oblicz. 

а) logo,4 $ +106043 — 105042 с) 3log2 — log 0,2 + log 25 

b) logg 15 — logs 22 + 210556 d) logyz6 + 2log 52 — log z3 
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12. 


Oblicz podstawę logarytmu. 


a) log, 81 = 4 с) log, 9 =—2 e) log, z =3 
b) log, 81 = —4 d) log,9= 4} f) log, 755 =—1 
13. Oblicz x. 
a) log} r = —3 c) 1ogi;+2)27=3 е) loga )5=1 
b) logyzzr=3 d) logi, ;1)9=2 f) 108.1) (22 +3) =2 
14. Oblicz r. 
a) log, z = 2log, 6 — log, $ с) loga = —2 + 3log 5 — log 0,25 
b) logo; z = 1 + 2108053 d) log; £ = 2logs4 — log 12 — 1 
15. Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest malejąca? 
a) f(x) = loga-2m) Z b) f(z) = logim-2(-7) 
16. Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentów 


funkcja przyjmuje wartości większe od 1. 


a) f(x) = logy(r +3) +1 


Zestaw Il – ćwiczeniowy 


17. Rozwiąż graficznie równanie. 


b) f(x) = logą(x + 1) — 1 


2 š 
=81 c) 2H 3.2-2 = 80 


а) iia a B | b) 2Fl=z+1 
18. Rozwiąż równanie. 
ae z 22 
a) 16 = 22 b) ($) 
19. Rozwiąż nierówność. 
a) 92=-5 > 27V3 b) (577 < 0,04 c) 25. (0,2) < 5° 
20. 


Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego zbiór wartości oraz przedziały 
monotoniczności tej funkcji. Wyznacz wartości parametru m, dla których 
równanie f(x) = m ma dokładnie jedno rozwiązanie. 


a) f(z) =2]2 – 2] b) f(z) = 


— с) f(a) =271+4 


Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu 
Jeśli a, b, z są liczbami dodatnimi oraz a Z 1, b ź 1, to: 


log, z = 


loga z 
Toga b 


5.8. Funkcja wykładnicza i funkcja logarytmiczna 243 wama 


21. 


[р] 29. 
[р] зо. 


Oblicz. 

а) log; 25 - logyz2 с) 9%!овз12+!ояз2 e) (М8) тт 

b) 10802527 · log a 1 за 4 *f) glogr4 _ дота 
. Niech a = log, 3 i b = log; 10. Wyraź liczbę р za pomocą a i b. 

a) p=log3 c) p= 1055 e) p = log} 10 

b) p = log4 d) p = log6 f) p= log} 30 


. Oblicz Vabc, jeżeli wiadomo, że: 


a) log, 2 = 1, 108/720 = 8, logossc = —2, 

b) а= 1066, b= 108,8, c=logs32, 

с) а = 10834, b=logz81, с = 108,5. 

Wyznacz dziedzinę funkcji f oraz podaj jej miejsca zerowe. 
a) f(x) = logo» (1 — x°) с) f(x) = logo, |z — 7| 
b) f(x) = log (3 — 4a) d) f(x) = loga (22 — 3a) 


. Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


a) f(z) = log, (tos (z - 3)) с) /(т) = /log;(10— 22) 


b) f(z) = log 1)(3— z) d) f(x) = loga (2 + 1) 


. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = 10852. Naszkicuj wykres funkcji g 


oraz podaj jej dziedzinę, zbiór wartości i przedziały monotoniczności. 
а) g(a)=f(x+3)-1  b)g(a)=1- f(r—2) с) g(x) = |f(æ+2)| 


. Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej dziedzinę, zbiór wartości i prze- 


działy monotoniczności. 

a) f(x) = |loga (z + 1) +2] b) /(ж) = |1 — 5 ово 22| 
Naszkieuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji f i g. Od- 
czytaj zbiór rozwiązań nierówności f(x) > g(z). 

a) f(x) = 3 + log; (z +2), g(z) = logs (z — 4) 

b) f(x) = log; (z — 3), g(x) = 2 — loga z 
Wykaż, że nierówność jest prawdziwa. 

a) тел + FAT <1 b) ж? 
Wykaż, że jeśli: 

a) a = logą 15, to loga V5 = =, b) a =log,s 27, to logg 2 = 220. 


1 


gy? 


>2 
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Zestaw IlI - podsumowujący 


31. Dla jakich wartości parametru m równanie ma pierwiastek ujemny? 


a) logos (z +1) =m —2 Б)Ловит=4—ю 

82. Dla jakich wartości parametru m dziedziną funkcji f jest zbiór liczb rze- 
czywistych? 
a) f(x) = log, (z2 + 3 — m) b) f(x) = log (22 — 3mz + 1)? 


[р] 33. Uzasadnij, że funkcja f jest rosnąca. 


a) f(x) = logo,i(logo z) b) f(x) = logoa (~£) 
34. Wyznacz liczbę p, dla której zachodzi równość: 

a) logyz(logo.; p) = 0, с) loga(logyzp) = 2, 

b) logos(log, p) = 1, d) logz(log>(log, p)) = 1. 


35. Wyznacz liczbę q, dla której zachodzi równość: 


а) loga = logo s + log 55, b) logoi q = 2 — 2log5 + log4. 


[р] 36. Wykaż, że dla dowolnej liczby т € R zachodzi równość: 


Пов (VIFF — 2)| = [юв (УТ+тї+)| 


Okres połowicznego rozpadu izotopu promieniotwórczego to czas T, po 
którym masa próbki tego izotopu zmniejszy się o połowę. Jeśli mo jest 
początkową masą próbki, to masa próbki po upływie czasu ł jest równa: 


m(t) = mo- (3) + 


37. Okres polowicznego rozpadu izotopu promieniotwórczego pewnego pier- 
wiastka wynosi 16 godzin. Po jakim czasie próbka tego izotopu straci: 


a) 75% swojej masy, b) 87,5% swojej masy? 


EH 38. Okres połowicznego rozpadu izotopu węgla "C wynosi około 5730 lat. Jaką 
masę będzie miała próbka tego izotopu o masie początkowej 96 gramów 
po upływie: 

a) 17190 lat. b) 22920 lat? 
39. Masa próbki izotopu promieniotwórczego pewnego pierwiastka wynosiła 


48 gramów, a po 24 dniach zmniejszyła się do 6 gramów. Oblicz okres 
połowicznego rozpadu tego izotopu. 
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5.9. Ciągi 


Ciągiem nieskończonym nazywamy funkcję. której dziedziną jest zbiór 
liczb naturalnych dodatnich. Ciąg a: №, — R oznaczamy (an), a kolejne 
jego wartości nazywamy wyrazami i oznaczamy: a, ax, а» 
Ciągiem skończonym k 'azowym nazywamy funkcję, której dziedziną 
jest skończony zbiór liczb (1,2, 


Ciągi monotoniczne 
Ciąg (an) nazywamy: 
+ rosnącym, jeśli dla każdego n € Му: a, > an. 

» malejącym, jeśli dla każdego n € Му: аы < аһ, 

+ nierosnącym, jeśli dla każdego n € Му: аы < a, 
+ niemalejącym, jeśli dla każdego п € №: а, > an. 
+ stałym, jeżeli wszystkie wyrazy 


iągu są równe. 


Ciąg arytmetyczny 
Ciąg liczbowy (an) nazywamy ciągiem arytmetycznym, jeże 
liczba r, że dla każdego n € №, zachodzi równość: 


istnieje taka 


аһ = аһ FT 
Liczbę r nazywamy różnicą ciągu (an). 
Wzór ogólny ciągu arytmetycznego (an) o różnicy r: 
аһ = a, +(n=1)r 


Suma n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego (an) o różnicy r: 


SE Set ‚п = 29140 y 


Ciąg geometryczny 
Ciąg liczbowy (an) nazywamy ciągiem geometrycznym, jeżeli istnieje taka 
zba q, że dla każdego n € №, zachodzi równość: 
anyi = а "9 
Liczbę q nazywamy ilorazem ciągu (an). 


Wzór ogólny ciągu geometrycznego (а„) o ilorazie q: 
an=: q 


Suma n początkowych wyrazów ciągu geometrycznego (a, ) о ilorazie q Z 1: 
S=1: 
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Zestaw | - wprowadzający 
1. Oblicz За» + bio. 
a) an = (-1)"- 26, ba = ("ИТ 
b) a, = logan, b, = log,(5n + 4) 
2. Oblicz cztery początkowe wyrazy ciągu (Cn), gdzie c, = a, ` b, oraz: 


а= 1 dla л nieparzystych PR 2п +5 dlan nieparzystych 
3 2 dla n parzystych » 2" п dla п parzystych 


3. Ile wyrazów ujemnych ma ciąg (а„)? 


a) a, = 4п — 15 b) a, =n*-10n+16 с) a, =(2n—3)(2n—9) 
4. Zaproponuj wzór ogólny ciągu. 
а) 1401625...  0)4,3,3,4,5,... OESTE 
b) 1,5,5,7551--- d) 2, —4,6, —8,10,... f) 2,21,2,21,2,... 
[р] 5. Wykaż, że ciąg (an) jest malejący. 
а) an = — b) а =2+ 3 °) а= 27 


6. Zbadaj monotoniczność ciągu (a,). 
їп+1 
2п+1 


а) аа=п?+п+1 d) a, = g) an =n — n 


b) an = 4n =n? e) an = h) а„=ул+1 
c) a, =n?-6n+8 f) а, = = i) a, = (-1)"*1 


7. Dane są pierwsze trzy wyrazy ciągu arytmetycznego (а„). Podaj wzór 
ogólny tego ciągu. Oblicz wyrazy as i as. 


a) 1,8,5... b) 8,3, —2,... с) -1,-5,0,... 
8. Oblicz n-ty wyraz ciągu arytmetycznego (a,) o różnicy r 

a) a =-4,r=2n=7 с) 2 =3,r=—2,n=15 

b) a =3, r = —5, n = 10 d) az =2, r = —4, n = 20 


9. Sprawdź, czy ciąg (an) jest ciągiem arytmetycznym. 


a) an = 2È b) а, =n? -1 c) an = V3n -1 d) an = = 


10. Wyznacz wzór ogólny ciągu arytmetycznego (a,). Określ monotoniczność 
tego ciągu. 
a) a = 1, as = 9 b) а = —6, a = 12 с) аз = 0, a = 2 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Oblicz różnicę ciągu arytmetycznego (а„) spełniającego podane warunki. 
ata =—6 а +аз=2 аз-а5 = —8 
) b) ©) 
а + а = 0 аз а = 2 аз + ат = —2 
Dla jakich wartości 2 podane liczby są kolejnymi wyrazami ciągu arytme- 


tycznego? Podaj te wyrazy. 
a) 22-1, 2x +5, 3r +4 b) (r + 1)?, (2x + 1)?, (3a — 1)? 


a) Wyznacz takie liczby a, b, c, aby liczby 3, a, b, c, 63 tworzyły ciąg 
arytmetyczny. 

b) Między liczby 12+ V2 i у? wstaw pięć takich liczb, aby wszystkie razem 
tworzyły ciąg arytmetyczny. 


a) W ciągu arytmetycznym suma wyrazów drugiego i trzeciego jest rów- 
na —4, natomiast różnica wyrazów szóstego i dziesiątego jest równa 8. 
Oblicz pierwszy wyraz i różnicę tego ciągu. 


b) W ciągu arytmetycznym suma wyrazów drugiego i szóstego jest równa 4, 
natomiast iloczyn wyrazów czwartego i siódmego jest równy 22. Wyznacz 
wzór ogólny tego ciągu. 


Oblicz sumę n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego (an). 
a) a,=ż,r=żn=12 с) a = —3, аз +a, = 9, п = 15 
b) а =1- у, г= у, п= 9 d) az = 2, a2 – a = 15, n =7 


Oblicz sumę wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, które: 
a) przy dzieleniu przez 5 dają resztę 2, 
b) są podzielne przez 4 lub są podzielne przez 6. 


Drugi wyraz ciągu arytmetycznego jest równy 0, a suma jedenastu począt- 
kowych wyrazów jest równa 220. Który wyraz tego ciągu jest równy 25? 
Czwarty wyraz ciągu arytmetycznego jest równy 6. Oblicz sumę siedmiu 
początkowych wyrazów tego ciągu. 

Lewa strona równania jest sumą kilku początkowych wyrazów ciągu aryt- 
metycznego. Oblicz т. 

a) 2+4+6+...+z=110 с) 1+5+9+... + (Az —3) = 120 
b)5+1-3-..—=z=-2 4) -4-1+2+... + (32+2) = 72 
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20. 


[р] 21. 


22. 


23. 


24. 


28. 


29. 


5, jest sumą n początkowych wyrazów ciągu (а„). Wyznacz wzór ogólny 
tego ciągu. Czy jest to ciąg arytmetyczny? 

a) б=т? b) 5, =п2 1 с) S, = п? — 1 

Wykaż, że jeżeli ciąg (а„) jest ciągiem arytmetycznym, to ciąg (bn) też 
jest ciągiem arytmetycznym. 

a) bn = aga b) bn = а c) b, = 2a, — 5 

Dane są trzy początkowe wyrazy ciągu geometrycznego (а). Podaj wzór 
ogólny tego ciągu. Oblicz wyrazy ag i ао. 

а) 2,4,8,... b) 9,3,1,... 3 22 1,8,... 


Wyznacz wzór ogólny ciągu geometrycznego (а„). Oblicz wyrazy a4 i ат. 

a) а =—3,9=2 c) a =3,q=—vV2 e) аз = 3, ag = —81 

b) a =4,q9=—1 d) а= 2, а =1 f) а = 2/3, $ =3V3 
Д 


Wyznacz wzór ogólny ciągu geometrycznego (a,). Określ monotoniczność 
tego ciągu. 


а) as = 8, а = 16 b) az = 18, as = ЕЗ с) ax = 1, ay = -2V3 
Sprawdź, czy ciąg (an) jest ciągiem geometrycznym. 


b) a, = 4-5"+3 ©) an =1+2" d) as = 49,571 


a) a = 27 


Wykaż, że ciąg a, = 3:2" jest ciągiem geometrycznym. Czy ciąg (bn) jest 
ciągiem geometrycznym? 

a) b = (a)? b) b =5-a, ©) h=l-a, 

Wykaż, że jeżeli ciąg (a,) jest ciągiem geometrycznym, to ciąg (bn) też 
jest ciągiem geometrycznym. 

a) bn = am b) bn = азл c) bn = dni — a, 

a) Między liczby 7 i 189 wstaw dwie takie liczby, aby wszystkie razem 
tworzyły ciąg geometryczny. 

b) Między liczby 6 i 96 wstaw trzy takie liczby, aby wszystkie razem two- 
rzyły ciąg geometryczny rosnący. 

с) Trzy liczby tworzą ciąg geometryczny. Suma tych liczb jest równa 43, 
a ich iloczyn jest równy 1. Znajdź te liczby. 


Oblicz sumę n początkowych wyrazów ciągu geometrycznego (a,). 
a) 1=5,q9=3,n=5 с) а= -l,a =k, n=6 
b) a = у, q= –1, п = 45 а) a -a4 = V5, ~a =1,п=7 


59. Ciągi 


31 


32. 


38. 


Pierwszy wyraz ciągu geometrycznego jest równy 10, a iloraz jest równy 2. 
Ile co najmniej początkowych wyrazów tego ciągu należy zsumować, aby 
otrzymać liczbę: a) większą od 600, b) większą od 1500? 


a) Dany jest ciąg geometryczny (a,). w którym a, = 3 i аз = 12. Suma 
trzech początkowych wyrazów tego ciągu równa się 9. Oblicz sume dzie- 
sięciu początkowych wyrazów tego ciągu. 


b) Dany jest ciąg geometryczny (an), w którym az + ag = 8 i a4 + az = 
Oblicz sumę sześciu początkowych wyrazów tego ciągu. 


W ciągu geometrycznym suma drugiego i czwartego wyrazu jest równa 
300, a suma trzeciego i piątego jest równa 225. Ile początkowych wyrazów 
tego ciągu należy zsumować, aby otrzymać 592? 


W ciągu geometrycznym a, = 2 i аз = — VŽ. Oblicz sumę sześciu począt- 
kowych wyrazów tego ciągu: 
a) o numerach parzystych, b) o numerach nieparzystych. 


Kapitał w wysokości 1000 zł złożono w banku na procent składany. Jaka 
będzie wielkość kapitału po n latach przy oprocentowaniu rocznym r? 


a)n=2r=4% b) n=6,r=5% c) n=10,r=4% 


Bank przyjął kwotę 10000 zł na 3% rocznie i pożyczył ją na 8% rocznie. 
Ile zyska bank w ciągu czterech lat, a ile — w ciągu ośmiu lat? 


Do jakiej kwoty wzrośnie kapitał 500 zł złożony w banku na pięć lat, jeżeli 
roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki są kapitalizowane: 


a) co pół roku, b) co dwa miesiące, c) co miesiąc? 


W bankach A, В, С lokaty terminowe są oprocentowane 2% w skali roku. 
W banku A odsetki są kapitalizowane co rok, w banku B - co kwartał, 
a w banku С — co miesiąc. Do każdego z tych banków wpłacono 2000 zł. 
W którym banku odsetki od tej kwoty po roku będą największe? O jaki 
procent wzrośnie kapitał w każdym z tych banków po roku? 


Banki А, В, С i D oferują następujące warunki oprocentowania lokat: 
bank A — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiąc, 

bank В ~ 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartał, 

bank C - 5,75% rocznie, odsetki kapitalizowane co pół roku, 

bank D ~ 5,8% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok. 

Który z tych banków oferuje najkorzystniejsze warunki? 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


39. Ciąg (а„) jest określony rekurencyjnie. Wypisz pięć początkowych wyra- 
zów tego ciągu. Zbadaj, czy jest to ciąg monotoniczny. 
a) a =2 ani = а, +1, п> c) a =3, any =a, —n2, n 21 
b) а = —4, aji "an +n, n> 1 d) а= l, any = rst n>l 
40. Ciąg (an) jest określony rekurencyjnie. Czy jest to ciąg arytmetyczny lub 
geometryczny? 
a) а =1, а = ба, n > 1 с) a =3, anı = За, — l, n> 1 
b) a =—2, а =an— 6, n> 1 d) а = —5, anı = 3"a,, n 2 1 
41. Oblicz sumę sześciu początkowych wyrazów ciągu (an). 
a) a =1, anı = За, п, п>1  b)a=2, anp па, —1,n 21 
42. Ciąg (an) jest rosnący i wszystkie jego wyrazy są ujemne. Zbadaj mono- 
toniczność ciągu (b,). 
a) b, = За, —1 b) bn = —2a, +4 c) b, = = 
43. Ciąg (а„) jest malejący i wszystkie jego wyrazy są dodatnie. Zbadaj mo- 


notoniczność ciągu (b,). 
a) „=4а„—1 c) „= уа +1 e) b, = 19 


b) b, = aż d) bn =а2 +a, f) bn = rz” 


Ciąg (an) ma granicę równą g, jeśli dla każdego £ > 0 istnieje liczba natu- 
ralna k taka, że dla wszystkich n > k zachodzi nierówność: 


lan —g| <= 
Jeśli ciąg (а„) ma granicę równą g, to mówimy, że jest zbieżny do g. 
Ciąg (an) jest rozbieżny do оо, jeśli dla każdej liczby M istnieje liczba 
naturalna k taka, że dla wszystkich n > k zachodzi nierówność a, > M. 
Ciąg (an) jest rozbieżny do —ос. jeśli dla każdej liczby M istnieje liczba 
naturalna k taka, że dla wszystkich n > k zachodzi nierówność a, < M. 
= Jeśli q € (—1:1), to lim q" = 0. « Jeśli q > 1, to lim q" = оо. 
nx n= 

= Jeśli k > 0, to lim — = 0. = Jeśli k > 0, to lim n“ = ос. 

nx m пх 


a lim /n=l1 
n= 


= Jeśli a > 0, to lim Ya 
nc 


59. Ciągi 


Jeżeli lim a, = а, lim b, =b, gdzie a,b € R. to: 
пех nx 


a lim (c: a) =c; lim a, =c:a, gdziec € R 
п- пх 


a lim (a, + b„) = lim a, + lim b, =a +b granica sumy ciągów 
nw nw пх 

« lim (a, — bn) = lim a, — lim b, =a—b granica różnicy ciągów 
тех n=x пх 

« lim (a, bn) = lim a, - lim b, =a -b granica iloczynu ciągów 
nx nw " п 

a lim 2% = =5 granica ilorazu ciągów 
тех bn 


ne 


gdy bź 0 i b, #0 dla n € N4 


44. Oblicz granicę ciągu (an). 


Уе 055 дыннан pe 2i 
45. Oblicz granicę ciągu (а„). 

a) an= Gaya 9) aa = (ani ©) a, = укса 

Wa nakaz а т 


46. Oblicz granicę ciągu (а„). 
a) an =2n—n+5 b) a, =8+2n*-4n* с) а„=8.2"—4" 


47. Oblicz granicę ciągu (an). 


= 2 
2n=1 b) a, An2+1 


Эп+В = V әп -а 98. = 


aj п3+2 
Sn3+n 


a) a, = 


Twierdzenie o trzech ciągach 
Jeśli wyrazy ciągów (an), (bn) i (c) spełniają nierówność a, < b, < c, dla 
wszystkich (lub prawie wszystkich) n € №, oraz lim a, = lim c, = g, to: 
nw n= 
lim b, =g 
n=x 
48. Oblicz granicę. 
a) lim {8° +9" c) lim {9-3% +2-4" e) lim /8 + 206n 
n=« nx пх 
b) lim %6" — 3" d) lim {3° +5" +7" f) lim 92-3" —sinn 
nc nx пх 
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Szereg geometryczny а + a1q + aq? + ауд? +... o ilorazie q € (—1; 1) jest 
zbieżny. Jego suma wyraża się wzorem: 


51. 


52. 


s= 
mag 


Oblicz sumę wszystkich wyrazów ciągu geometrycznego (an), wiedząc, że: 


a) a =2,4= У, с) m + as = 10, az + a, = —5, 
b) а = —18, а + as = —12, d) as = У, 4ав = (as). 
Zamieñ ulamek okresowy na ulamek zwykly. 

a) 0.(2) c) 2,1(3) e) 2,(45) ) 1.(450) 
b) 1.(4) d) 2,4(9) f) 3,(01) h) 0,(270) 


Dla jakich wartości r szereg geometryczny o ilorazie q jest zbieżny? 
a) q=2e-1 b)q=-że +r+ż 


Dla jakich wartości т szereg geometryczny jest zbieżny? Wyznacz jego 
sumę. 


a) 1+2r +4a* +829 +... b) 1+ m + rs рыл Ж 
гота ы 

a) L+ z + go +: =3-20 

ПР и АРГ 

©) @-а#+а#-..)= Hy +... 

d) сов — cos? z + cos? z — ... = —1 


Rozwiąż nierówność. 
a) -2+43-584..<a+t 
z a 
b) sin? z +sin* 1 + sin* z +... > 5 dla r € (0; т) 
Rozwiąż równanie. 


lim (tgx + tg” r + tg” r +... + tg2n r) 
ш 


Określ dziedzinę i naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiór wartości. 
а) fz) =2z+22 +2" +... b) fG)=-1+L- Z+... 
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Zestaw III – podsumowujący 


57. 


58. W 


59. 


60. 


61 


62. 


63. 


a) Drugi wyraz ciągu arytmetycznego jest równy 4, a czwarty jest równy 16. 
Oblicz sumę dziesięciu początkowych wyrazów o numerach parzystych. 


b) Ciąg arytmetyczny składa się z szesnastu wyrazów. Suma wyrazów 
o numerach parzystych jest równa 256, a suma wyrazów o numerach nie- 
parzystych jest równa 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciągu. 


skończonym ciągu arytmetycznym wyrazy drugi, piąty i ostatni są 
równe odpowiednio: —4, 2 i 42. Oblicz pierwszy wyraz tego ciągu oraz 
liczbę jego wyrazów. 


W skończonym ciągu arytmetycznym trzeci wyraz jest równy 28, a dzie- 
siąty — 0. Suma wszystkich wyrazów jest równa —40. Oblicz pierw: 
tego ciągu oraz liczbę jego wyrazów. 


Pierwszy wyraz ciągu arytmetycznego (а„) jest równy 6. Dla pewnej licz- 
by k mamy a, = 48, a suma k początkowych wyrazów ciągu S, = 405. 
Oblicz różnicę tego ciągu oraz k. 


Suma n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego o różnicy 5 jest 
о 500 mniejsza od sumy następnych n wyrazów tego ciągu. Oblicz n. 


Skończony ciąg arytmetyczny ma nieparzystą liczbę wyrazów. Pierwszy 
wyraz tego ciągu jest równy 2, a ostatni jest równy 42. Suma wszystkich 
wyrazów tego ciągu jest o 242 większa od sumy wyrazów o numerach 
parzystych. Oblicz różnicę tego ciągu oraz liczbę jego wyrazów. 


a) W ciągu geometrycznym suma trzech początkowych wyrazów jest rów- 
na 2, a suma kwadratów tych wyrazów jest równa 12. Wyznacz wzór ogólny 
tego ciągu. 

b) W ciągu geometrycznym suma trzech początkowych wyrazów jest rów- 
na 27, a suma dziewięciu początkowych wyrazów jest równa 39. Oblicz 
iloraz tego ciągu. 


Czwarty wyraz ciągu geometrycznego jest równy ү. Oblicz iloczyn sied- 
miu początkowych wyrazów tego ciągu. 


Trzy kolejne wyrazy ciągu geometrycznego są długościami boków trójkąta. 
Jakie wartości może przyjmować iloraz tego ciągu? 
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67. 


72. 


73. 


74. 


75. 


Długości boków trójkąta prostokątnego tworzą ciąg arytmetyczny. Jedna 
z przyprostokątnych ma długość 6. Oblicz długości drugiej przyprostokąt- 
nej oraz przeciwprostokątnej (rozważ dwie możliwości). 


Oblicz długości boków prostokąta, jeżeli długości dwóch z nich razem z dłu- 
gością przekątnej tworzą ciąg arytmetyczny oraz: 
a) obwód prostokąta jest równy 14, b) pole prostokąta jest równe 48. 


a) Między liczby 2 i 56 wstaw dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyły 
ciąg geometryczny, a ostatnie trzy — ciąg arytmetyczny. 

b) Suma trzech liczb tworzących ciąg arytmetyczny jest równa 21. Jeśli do 
pierwszej liczby dodamy 1, do drugiej 2, a do trzeciej 15, to otrzymamy 
ciąg geometryczny. Wyznacz te liczby. 


Wykaż, że dla dowolnego ciągu arytmetycznego zachodzi równość: 
Ssn = 3($» — Sn) 


Wyznacz takie kąty а € (0: т), dla których ciąg: 3, sin a, cos 2a jest cią- 
giem geometrycznym. 


Dany jest ciąg geometryczny o wyrazach całkowitych. Wykaż, że suma 
kwadratów trzech jego kolejnych wyrazów jest podzielna przez sumę tych 
wyrazów. 


Ciąg (а„) jest określony rekurencyjnie: 


a,=3 
ер =4a, +6 dla п>1 
а) Мука, że ciąg (bn) określony wzorem b, = a, + 2 jest ciągiem geome- 
trycznym oraz wyznacz wzór ogólny tego ciągu. 
b) Wyznacz wzór ogólny ciągu (an). 
Zbadaj monotoniczność ciągu (а, ). 


_ 34+6+9+...+3n 
b) an dn+6 


Oblicz granicę ciągu (an). 


2 _ 1+4+7+...+(3n-2) ) а, = 9#+9+27+..+3" 
a) = 2n7+1 e) sa 1+5-2" 

— 1+3+5+..+(2п+1) — 1+5+25+...+5" 
b) an = EE 9) а = аф 


Zbadaj zbieżność ciągu (а„) w zależności od parametru p. 


USP 
pn Ba = @' 4)п3 +5 


(р+1)п+2 р 


8) а= (p=2)n7+1 


59. Ciągi 


76. Dla jakiej wartości parametru p granica ciągu (а„) jest równa 6? 


Ке 2р _ PH 
a) =й (5 йыт) 


= 2( 2-1 _ p+2 
b) an = (n+2) (эъ ы) 


77. Dla jakich wartości parametrów a i b zachodzi poniższa równość? 
an'+5n3+1 _ 
= тк O 
[р] 78. Wykaż, że dla każdego a € (0; Z) szereg geometryczny o pierwszym wyra- 
zie а = 1 i ilorazie q = gg jest zbieżny. Wyznacz wartość a € (0; 5), 
dla której suma tego szeregu jest równa VŽ + 2. 


79. Suma wszystkich wyrazów nieskończonego ciągu geometrycznego jest rów- 
na 8. Suma pierwszego i trzeciego wyrazu jest równa 15. Oblicz pierwszy 


wyraz i iloraz tego ciągu. 


80. Suma wyrazów o numerach parzystych nieskończonego ciągu geometrycz- 
nego jest równa 6, a suma wyrazów o numerach nieparzystych jest równa 9. 
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciągu. 


81. Suma wszystkich wyrazów nieskończonego ciągu geometrycznego jest rów- 
na 10, a suma kwadratów tych wyrazów jest równa 60. Oblicz pierwszy 


wyraz i iloraz tego ciągu. 


82. W trójkąt równoboczny o boku 1 wpisano trójkąt 
tak, że jego wierzchołki są środkami boków wyjścio- 
wego trójkąta (rysunek obok). W powstały trój- 
kąt wpisano w ten sam sposób następny trójkąt. 
Opisaną procedurę powtórzono nieskończenie wiele 
razy i otrzymano nieskończony ciąg trójkątów rów- 
nobocznych. Oblicz sumę: 


a) obwodów trójkątów czerwonych, 
b) pól trójkątów niebieskich. 

83. W kąt o mierze 60* wpisano nieskończony ciąg kół 
stycznych do siebie zewnętrznie (rysunek obok). 
Promień największego koła jest równy 3. Oblicz 
sumę: 


a) obwodów wszystkich tych kół, 
b) pól wszystkich tych kół. 
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5.10. Geometria analityczna 


Dane są punkty A(x. yı) i В(тә, у»). 
Środek odcinka AB ma współrzędne: 


tra +з 
5( 2 * 2 ) 


Długość odcinka AB wyraża się wzorem: 
|AB| = V (z2 — £1)? + (уз — y1)? 


Odległość punktu P(o, уо) od prostej / o równaniu Ar + By + C = 0 


wyraża się wzorem: [Ato + Bto + C| 
a> EMEA, 
VA? + В? 


Dane są punkty А(гу. y1) i B(zə, уз). Współrzędne wektora AB określone 
ва za pomocą wzoru: 
AB = |; — z 


Długość wektora T = [а, 0) wyraża się z 


о a] 
pomocą wzoru: | 


y: 


= уа? +b. 


Wektorem przeciwnym do wektora 1 = [a,b] jest wektor — = [—a, —b]. 


Suma wektorów 17 = [a,b] i V = [c,d] jest wektor: 
т +77 =|a+c,b+d] 


т 


с, d] jest wektor: 


Różnicą wektorów 77 = [a,b] i 


а – w 


= [0-6-4 
Iloczynem wektora w = [а,Ь] przez liczbę a Є R nazywamy wektor: 


aż = [aa, aż] 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Punkt 5 jest środkiem odcinka AB. Oblicz a i b. 


a) A(1, —3), B(2,5), S(a,b) c) A(0,4), B(a,b), S(2,—1) 
b) A(-3,a), B(b,2), S(0,5) q) A(a,2), B(2a,b), S(b,a) 
2. Oblicz odległość punktu A(3,2) od środka odcinka BC. 
a) B(-5,-2), С(3,0) b) B(71,2), C(41, —4) 
3. Oblicz obwód trójkąta ABC. 


a) A(2, —1), B(6,7), C(2,4) b) A(0,3), B(2, —1), С(6,7) 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Czy trójkąt ABC jest równoramienny? Czy jest on prostokątny? 
a) А(2,1). B(16,7), C(6,11) c) А(—2,—9). B(2, —10), C(3,11) 
b) A(—6, –8), B(10,0), C(—3,6) d) A(—4,—5), B(12, —3), C(—6,7) 


Wyznacz równanie osi symetrii odcinka AB. 

a) A(4,—14), B(4,25) b) A(—2.—2), B(2,10) с) A(—1,7), B(5,—2) 
Oblicz wysokość trójkąta ABC opuszczoną z wierzchołka С, a następnie 
pole tego trójkąta. 

a) A(-3,1), B(2, —4), С(3,3) b) A(—2.2). B(6,6), C(3, —3) 
Oblicz pole równoległoboku ABCD. którego bok CD jest zawarty w pro- 
stej k. 

a) A(0,3), В(4,1), kkty=-5r+5 b) A(-1,-3), B(5, —1), kia = 3y-5 


Oblicz odległość między prostymi k i 1. 

a) k:y = -3r +2, l:y=—3z-2 b)kiy=ża+3,lky=żju=1 
Sprawdź, czy okrąg o średnicy AB jest symetryczny do okręgu o śred- 
nicy CD względem osi OX, osi OY lub początku układu współrzędnych. 
a) A(1,0), В(3,—6), С(—5,—4), D(1, —2) 

b) A(—3, —1), B(5,5), С(—4,2), D(2, —6) 

Wyznacz współrzędne punktu B symetrycznego do punktu A względem 
prostej 1. 

a) A(10,11), ky-5=0 с) A(2,3), ir+3y-1=0 

b) A(10,11), ky = ~£ d) A(2,3), l:y = 32-3 

Wyznacz współrzędne punktu przecięcia symetralnych boków trójkąta 
ABC. 

a) А(—5,4), B(3,0), C(7,8) b) A(—6,4), B(—1, —1), C(2,2) 

a) Wyznacz współrzędne punktu leżącego na osi ОХ i równo odległego 
od prostych z + y — 8 = 0 oraz y = Tu — 14. 

b) Wyznacz współrzędne punktu leżącego na osi OY i równo odległego od 


prostych —r +y + 4 = 0 oraz 2r — y — 7 = 0. 


Wyznacz równanie prostej równoległej do podanych prostych oraz równo 
odległej od każdej z nich. 
а) r-y+2=0, ry 


=0 b) 2r—y-3=0, 22-у+7 = 0 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Dane są punkty A(-1,2), B(2,6) i C(4, 2). Wyznacz współrzędne wektora: 
а) AB + ВС, b) BÀ - AB, c) АВ +280. 


Dane są punkty A(2,1), B(2, —3) i C(—1,3). Wyznacz współrzędne punk- 
tu Р, wiedząc, że: a) АС = BP, b) ВА+ РС = ВС, с) РС =2АВ. 


Punkty А, B, C i D są kolejnymi wierzchołkami równoległoboku, O zaś 
jest punktem przecięcia jego przekątnych. Czy prawdziwa jest równość: 
a) AB + ВС = AÖ + OÔ, c) AĆ — DB =2AD, 

b) AB + AD = 240, d) 1AĆ + 1DB = AD? 


Punkty A, B, C i D są kolej 
współrzędne punktu D, jeżeli wiadomo, że: 


a) A(-3, —2), В(5,2), C(1,6), — b) А(3,-1), B(5,2), C(-1,6). 


ni wierzchołkami równoległoboku. Wyznacz 


Dane są punkty A(0,0) i В(—3,2). Nar, w układzie współrzędnych 
odcinek A'B', który powstał przez przesunięcie odcinka AB o wektor 1Ў. 
Podaj współrzędne punktów А' i B'. 

а) T=B0] b) #=[B3J c) T=[L-3] а)т=[0,—4] 


Dany jest kwadrat o wierzchołkach A(2,2), B(4,6), C(0,8) i D(-2,4). 
Znajdź współrzędne wierzchołków kwadratu otrzymanego przez przesu- 
nięcie kwadratu ABCD o wektor T. 

a) v=AB b) 7 = BÀ c) w = 1CD 

W równoległoboku ABCD dane sa: А(—3,—2), B(3,1) oraz DB = [5, —1]. 
Wyznacz współrzędne pozostałych wierzchołków tego równoległoboku oraz 
oblicz jego pole. 


W dowolnym trójkącie środkowe przecinają się w jednym punkcie, zwa- 
nym środkiem ciężkości trójkąta. Współrzędne środka ciężkości trójkąta 
o wierzchołkach A(zry,y,), В(т». у») i С(тз. уз) wyrażają się wzorami: 


к= +з y изин 


W trójkącie równoramiennym АВС o podstawie AB dane są współrzędne 
wierzchołków A(—5,1) i С(3,7) oraz środka podstawy D(-1,—1). Wy- 
znacz współrzędne środka ciężkości tego trójkąta. 
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22. 


23. 


24. 


25. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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„ W trójkącie ABC dane są: А(1,—3), B(4,2) i środek ciężkości D(1, —1). 


Wyznacz współrzędne wierzchołka С oraz oblicz pole tego trójkąta. 


Okrąg o środku w punkcie S(a,b) i promieniu r > 0 jest zbiorem wszyst- 
kich punktów płaszczyzny, których odległość od punktu 5 jest równa r. 
Punkt (x,y) należy do tego okręgu wtedy i tylko wtedy, gdy: 

(2—0) +0008 
Równanie т? + у? + Az + By + С = 0, gdzie А, В, С są stałymi, jest 
równaniem okręgu wtedy i tylko wtedy, gdy ЕЧ + = -C>0. 


Wyznacz równanie okręgu o środku S przechodzącego przez punkt A. 
a) 5(0,0), A(1,3) b) S(1,3), A(0,0) c) S(3,—1), A(0,3) 


Wyznacz równanie okręgu o promieniu 5, do którego należą punkty A i B. 
a) A(-6,0), B(4,0) b) A(-3,—2), B(5,4) с) А(0,1), B(1,2) 


Wyznacz równanie okręgu o środku S(—1, 4), który jest styczny do: 
a) osi OX, b) osi OY, с) prostej 41 — Зу 


9. 


cznego do osi OY w punkcie B(0,2). Wyznacz 
a) A(6.2), b) A(—2, —2). 


Punkt A należy do okręgu 
równanie tego okręgu, j 


Wyznacz równanie okręgu o środku S(3. 1) stycznego do okręgu o podanym 
równaniu (rozpatrz dwa przypadki). 

а) 22 +у +2r-2Ży+1=0 b) 22 +y? +2r+dy+1=0 

Dany jest okrąg o środku S(1,2) i promieniu 2. Określ wzajemne położenie 
tego okręgu oraz okręgu danego równaniem: 

a) 22 +(y-2)7=1, с) 22 —2r+y —8=0, 

b) (z + 2)? + (y +2)? = 8, d) 22 — 10z + y? — 4y + 25 = 0. 
Zbadaj wzajemne położenie okręgów O, i O2. 

a) Oi: z? +y? — 8у +8 = 0, О»: а? +y? – 8r +8 = 0 

b) Oi: 22 +y? – 4r +8 + 11 = 0, Оз: а? + 2 +6: — 4 — 12 = 0 

Dla jakich wartości parametru m podane równanie opisuje okrąg? 

a) 22 +y —2y-m=0 b) 22 + 2 – 2mz — m = 0 
Wyznacz równanie okręgu opisanego na trójkącie ABC. 

a) A(-9.0), B(—1, —4), C(3,4) b) A(—1.1), B(3, —1), C(3,5) 


Powtórzenie 


32. 


37. 


40. 


‚ Oblicz 


Dany jest okrąg o środku S(—2,3) i promieniu 3. Określ, ile punktów 
wspólnych ma podana prosta z tym okręgiem. 
a) Зт-4у+4=0 by=r+1 с) 3: +4y+9=0 


. Określ, ile punktów wspólnych ma podana prosta z okręgiem o równaniu 


(z +2)? + (у — 3)? = 25. 

a) «—2y+18=0 b) 2z—y-6=0 с) 4x —3y-8=0 
odległość między prostymi k i l. Wyznacz równanie okręgu o środku 
leżącym na osi OX stycznego do obu tych prostych. 

a) ку=х+1,:у=т-3 b) kry = —2r — 6, ky = —2r+14 


. Dla jakich wartości parametru m podana prosta jest styczna do okręgu 


określonego równaniem т? — 4r + у? + 2y — 11 = 0? 
a)r-y+m=0 b)r+y+m=0 c) т-2у+т=0 


. Wyznacz równanie okręgu, który jest obrazem okręgu K w symetrii wzglę- 


dem prostej 1. 

a) K:(1-6)3+(y+1)7=16ky=r+1 

b) K:(z +2)? + (у – 3)? = 50, l:2y-1+2=0 

Rozwiąż układ równań. Podaj jego interpretację geometryczną. 
23 зыш: 

а) с 


у= +1 а? +y? —2r—2y-3=0 
b) a? +y? — 20 —2y=0 р а? + у = 25 
р d 

у=т+4 а +02 +8r+7=0 


icz długość cięciwy okręgu K zawartej w prostej l. 
:a? +y? — 2r —2y+1=0, kiry-1=0 
b) K:a*” +? – бт —8y+15=0, lir+2y-6=0 


. Oblicz odległość punktu P(—1, —4) od prostej, do której należą punkty 


wspólne okręgów т? — бт + у? — 8y + 21 = 0 oraz z2 +y? — 2y — 9 = 0 


Punkty A(0, —4) i D(—3.0) są wierzchołkami trapezu równoramiennego 
ABCD, a jego podstawa AB zawiera się w prostej 2x — у = 4. Prosta 
æ + 2у — 2 = 0 jest osią symetrii tego trapezu. 

a) Oblicz współrzędne wierzchołków В i С tego trapezu. 

b) Wyznacz równanie okręgu opisanego na tym trapezie. 
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Zestaw III – podsumowujący 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Dla jakich wartości parametru m punkt wspólny prostych o równaniach 
z +2 = —1 i z — = 3m — 4 należy do wnętrza kwadratu o wierzchoł- 
kach (1,1), (1,—1), (—1,1) i (—1,—1)? 


Dla jakich wart. 
i r+y = 3—m przecinają się w punkcie należącym do okręgu 2? + 2 


parametru m proste o równaniach Зл — 2y = 2m — 1 
5? 
5? 


Dla jakich wartości parametru m punkt 
koła ograniczonego okręgiem т? + у? = 
a) k:3r + 4 = 3m — 7, l:z— 4у =m+3 
b) k:4r+y=m-4, l:2x — 


pólny prostych k i l należy do 


Dla jakich wartości parametru m proste k i I są prostopadłe? Dla wyzna- 
czonych wartości m oblicz odległość punktu przecięcia tych prostych od 
początku układu współrzędnych. 

a) к: тх +2y-6=0, l:4xr +m?y+6=0 

b) k: (m? – mjr +y-1=0, I:(m-1)x+my—4=0 


Dla jakiej wartości parametru m proste o równaniach 22 + my+1=0 
i 2т® +y — 1 = 0 nie mają punktów wspólnych? Dla wyznaczonej warto- 
ści m podaj równanie okręgu o środku w początku układu współrzędnych, 
który jest styczny do obu tych prostych. 


Proste o równaniach az +y = b+ 1 i z + by = 1 — 2a przecinają się 
w punkcie P(1,4). Oblicz obwód trójkąta ABP, gdzie A i B są punktami, 
w których podane proste przecinają oś ОХ. 


Pole trójkąta ABC о wierzchołkach A(—3,1) i B(3,—2) jest równe 15. 
Wierzchołek C należy do prostej o równaniu y = 3x + 1. Oblicz wspól- 
rzędne wierzchołka С. 


W trójkącie ABC wierzchołek A ma współrzędne (3, —2), a dwie wysokości 
zawierają się w prostych y = 20 +7 i z = —7. Wyznacz równania prostych 
zawierających boki trójkąta ABC. 


Oblicz współrzędne wierzchołków trójkąta, wiedząc, że punkty P(—3,1), 
R(-2,—6), S(0,0) są środkami jego boków. Wyznacz równanie okręgu 
opisanego na tym trójkącie. 


Oblicz odległość środka okręgu opisanego na trójkącie ABC od środka jego 
ciężkości, jeżeli wiadomo, że A(-8,0), B(4,—6) i C(-2,6). 
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51. 


57. 


61. 


Z punktu P(2,0) poprowadzono styczną do okręgu (z +3)? + (у — 4)? = 1. 
Oblicz odległość punktu P od punktu styczności. 


Podstawa AB trójkąta równoramiennego ABC jest zawarta w prostej 
2a — y — 3 = 0 oraz |AC| = |BC| = 2\/10. Wyznacz współrzędne po- 
zostałych wierzchołków tego trójkąta, jeśli wiadomo, że С(—3,1). 


Punkt A(—4,4) jest wierzchołkiem kwadratu, którego jedna z przekątnych 
jest zawarta w prostej у = że + 1. Wyznacz współrzędne pozostałych 
wierzchołków oraz równanie okręgu opisanego na tym kwadracie. 


Punkt P(0,-2) jest środkiem podstawy trójkąta równoramiennego, 


a punkt S(3, —3) jest punktem przecięcia się jego środkowych. Wyznacz 
współrzędne wierzchołków tego trójkąta, jeśli wiadomo, że jedna ze środ- 


kowych zawiera się w prostej 7z + y — 8 = 0. 


W trójkącie równoramiennym ABC wierzchołek A ma współrzędne (0, —2). 
Podstawa tego trójkąta zawiera się w prostej z + y = 6 i ma długość 42. 
a) Oblicz współrzędne wierzchołków B i С tego trójkąta. 
b) Wyznacz równanie okręgu opisanego na tym trójkącie. 


Punkt P(-2, —2) jest wierzchołkiem rombu, którego jeden z boków jest 
zawarty w prostej z — Ży — 2 = 0. Punkt S(1,2) jest środkiem symetrii 
rombu. Wyznacz współrzędne pozostałych wierzchołków oraz cosinus kąta 
ostrego tego rombu. 


Wyznacz równania stycznych do okręgu т? + у? + 2a — бу + 5 = 0 prosto- 
padłych: do prostej ж — 2y + 1 = 0. 


Dla jakich wartości parametru k punkt przecięcia prostych y = 2 + k — 3 
i у = —2т + 10k należy do koła o środku S(1, —2) i promieniu 1? 


Punkt S(1,0) jest środkiem boku AB równoległoboku ABCD oraz 
ВС = [1,3] i CD = [—6,—2]. Wyznacz współrzędne wierzchołków tego 
równoległoboku oraz oblicz jego pole. 


Punkty A(—5,2) i B(-1, —2) należą do okręgu 2? +y? +2r — dy = 11. Wy- 
znacz współrzędne punktu С należącego do tego okręgu tak, aby trójkąt 
ABC o podstawie AB był równoramienny. 


Punkty A(2.—1). B(5,2) i C(0,7) są trzema wierzchołkami prostokąta 
ABCD, na którym opisano okrąg. Wyznacz równanie stycznej do tego 
okręgu w punkcie D. 
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5.11. Planimetria 


Środkowa trójkąta to od-  Symetralna boku trójką- — Dwusieczna kąta wewnętrznego 
сіпек łączący wierzchołek ta to prosta prostopadła trójkąta to półprosta o począt- 
trójkąta ze środkiem prze do tego boku i przecho- ku w wierzchołku tego kąta, 
ciwległego boku (np. odci-  dząca przez jego środek dzieląca go na dwa kąty przy- 


nek CD). (np. prosta 1). stające (np. półprosta CD). 
Punkt przecięcia się środkowych trójkąta c 

(środek ciężkości) dzieli każdą ze środko- “¿XS 

wych w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierz- рУ 
chałka. 7 у R > 


Symetralne boków dowolnego trójkąta przecinają się w jednym punkcie, 
który jest środkiem okręgu opisanego na tym trójkącie. 


Dwusieczne kątów wewnętrznych dowolnego 
trójkąta przecinają się w jednym punkcie, któ- 
ry jest środkiem okręgu wpisanego w ten trój- 
kąt. 


Wzory na pole trójkąta 


B= 3ch, gdzie h jest wysokością opuszczoną na bok c 
Р = bbesina, gdzie a jest kątem między bokami b i с 


Р = Hte r, gdzie r jest promieniem okręgu 
wpisanego w trójkąt A © В 


Р= ЕА gdzie R jest promieniem okręgu opisanego na trójkącie 
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Zestaw | - wprowadzający 


1. Trójkąt ABC jest trójkątem prostokątnym o kącie prostym przy wierz- 
chołku С. Oblicz miary kątów ó i р, jeśli wiadomo, że odcinek: 
a) CD jest wysokością, b) AD jest zawarty €) CD jest środkową. 


Wskazówka do podpunktu c). W trójkącie prostokątnym środkowa poprowadzona z wierz- 
chołka kąta prostego jest promieniem okręgu opisanego na tym trójkącie. 


w dwusiecznej, 


ja. 


A 


ю 


. Długość jednej z przyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest równa 3. 
Oblicz długości pozostałych boków tego trójkąta, jeśli wiadomo, że: 


a) wysokość opuszczona na przeciwprostokątną jest równa v5, 
b) środkowa wychodząca z wierzchołka kąta prostego jest równa 2,5, 
с) odcinek dwusiecznej kąta prostego zawarty w trójkącie jest równy 22. 


Wskazówka do podpunktu c). Zapisz pole trójkąta jako sumę pól trójkątów, na które 
podzieliła go dwusieczna. 


© 


. Przyprostokątne trójkąta prostokątnego mają dłu- с 
gości 3 cm i 4 cm. Oblic 


a) długości środkowych tego trójkąta, D 
b) wysokość opuszczoną na przeciwprostokątną, 


c) długość odcinka AD (rysunek obok). > 


4. Dwa boki trójkąta mają długości 3v3 i 6, a kąt między nimi zawarty ma 
miarę 307. Oblicz: 
a) pole tego trójkąta, b) wszystkie wysokości tego trójkąta. 


m 


Dany jest trójkat prostokatny równoramienny o przeciwprostokatnej dlu- 
gości 18 em. Środkowe tego trójkąta przecinają się w punkcie P. Oblicz 
sumę odległości punktu P od wierzchołków tego trójkąta. 


о 


. W trójkąt prostokątny wpisano okrąg. Przeciwprostokątna została podzie- 
lona przez punkt styczności z okręgiem na odcinki o długościach 2 cm 
i 3 em. Oblicz długości przyprostokątnych oraz promień okręgu wpisanego 
w ten trójkąt. 
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7. Oblicz pole trójkąta prostokątnego o jednej z przyprostokątnych długości 
6 cm, jeśli wiadomo, że: 
a) promień okręgu wpisanego w ten trójkąt jest równy 2 cm, 


b) promień okręgu opisanego na tym trójkącie jest równy 4 cm. 


8. Promień okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym jest równy 12,5, 
a promień okręgu wpisanego w ten trójkąt jest równy 3. Oblicz pole tego 
trójkąta. ё 

9. Dane są długości boków trójkąta prosto- D 
kątnego ABC (rysunek obok): |AB| = 10, 
|BC| =8i|AC| = 6. D jest punktem stycz- 
ności okręgu wpisanego w ten trójkąt z bo- 


kiem BC. Oblicz długość odcinka AD. 4 > 


10. Podstawa w trójkącie równoramiennym ma długość 8 cm, a wysokość na 
nią opuszczona jest równa 4 cm. W trójkąt ten wpisano okrąg. Oblicz 
długości odcinków, na które ramię trójkąta zostało podzielone przez punkt 


styczności z okręgiem. 


11. W okrąg o promieniu 5 em wpisano trójkąt równoramienny о kącie między 


ramionami 120°. Oblicz długości boków tego trójkąta. 


12. Na okręgu o promieniu 6 cm opisano trójkąt równoramienny o kącie między 
ramionami 150°. Oblicz długość podstawy tego trójkąta. 


Cechy podobieństwa trójkątów 

Cecha BBB: jeśli długości trzech boków jednego trójkąta są odpowiednio 
proporcjonalne do długości trzech boków drugiego trójkąta, to trójkąty te 
są podobne. 

Cecha BKB: jeśli długości dwóch boków jednego trójkąta są odpowied- 
nio proporcjonalne do długości dwóch boków drugiego trójkąta oraz kąty 
zawarte między tymi bokami są równe, to trójkąty te są podobne. 

Cecha KKK: jeśli kąty jednego trójkąta są równe kątom drugiego trójkąta, 
to trójkąty te są podobne. 


Twierdzenie Talesa 
Jeżeli ramiona kąta A przetniemy dwiema prosty- 


mi równoległymi BD i CE (rysunek obok), to: В 
|AB| _ |BC| |AB| _ |AD| 
IAD]  |DEJ' |AC|  |AE| 4 D E 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


W trójkącie prostokątnym АВС z wierzchołka kąta В 
prostego opuszczono wysokość CD (rysunek obok). 
Oblicz promienie okręgów wpisanych w trójkąty 
ABC, ADC i BCD, jeśli wiadomo, że |AD| = 3 oraz 
|CD| = 4. 

W trójkącie prostokątnym wysokość opuszczona na 
przeciwprostokątną dzieli ją na odcinki o długościach 

4 em i 9 cm. Oblicz pole i obwód tego trójkąta. с A 


W trójkącie prostokątnym wysokość opuszczona na przeciwprostokątną 
dzieli ją w stosunku Oblicz stosunek: 

a) pól trójkątów, na które wysokość dzieli ten trójkąt, 
b) długości przyprostokątnych tego trójkąta. 


Odcinki BE i CD są równoległe (rysunek 


obok). Oblicz x i y. A 4 B 8 g 


W trójkącie ABC poprowadzono dwie proste równoległe do boku AB. 
Podzieliły one trójkąt na trzy figury o równych polach. Oblicz długości 
odcinków, na które te proste podzieliły bok AC, jeśli ma on długość 3v3. 


Okręgi styczne (mają jeden punkt wspólny) 
styczne zewnętrznie styczne wewnętrznie 


lOS|= R+r [05| =|R-r| 


Okręgi przecinające się (mają dwa punkty wspólne) 


2 |R— r| < |OS| < R+r 


Okręgi rozłączne (nie mają punktów wspólnych) 
rozłączne zewnętrznie rozłączne wewnętrznie 


(39 |OS| > R+r © 105| < |R — r| 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Dane są dwa okręgi o promieniach r i R. Określ wzajemne położenie tych 
okręgów, jeśli wiadomo, że odległość między ich środkami wynosi 2/5 oraz: 


a) r=v5, R=3, c) r=2,R=2(v5—1), 
b) r=1,R=2, d) r=15, R=35. 


Promienie dwóch okręgów są równe 2 i z + 3, a odległość między ich 
środkami jest równa 6. Dla jakiej wartości 2 okręgi te są: 


a) styczne zewnętrznie, b) styczne wewnętrznie? 


Dane są dwa okręgi o promieniach r i R, a odległość między ich środkami 
jest równa z. Określ liczbę punktów wspólnych tych okręgów w zależności 
od 2. 


a)r=1,R=5 b) r= /3, R=2- уЗ 


W trójkącie prostokątnym ABC odcinek CD jest wysokością, a przypro- 
stokątne mają długości |AC| = 5 i |BC| = 2V5. Dane są również dwa 
okręgi: pierwszy o środku w wierzchołku С i promieniu 1, drugi o środku 
w punkcie D i promieniu r. Podaj liczbę punktów wspólnych tych okręgów 
w zależności od r. 


Dwa okręgi styczne zewnętrznie wpisano w kąt o wierzchołku P. Oblicz 
promienie tych okręgów, jeśli wiadomo, że odległość punktu P od jednego 
ze środków okręgów wynosi 6 cm, a od drugiego — 14 cm. 


Kąt środkowy w okręgu ma miarę dwukrotnie więk- 
szą od miary kąta wpisanego w ten okrąg opartego 
na tym samym łuku. 


Kąty wpisane w okrąg oparte na tym samym łuku 
mają równe miary. 


Suma miar kątów a i 8 wpisanych w okrąg, jak na 
rysunku po lewej, jest równa 180°. 
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23. 2 miary kątów a, 8 i 4. 
b) a = ср c) 


AG 


[р] 24. Uzasadnij, że kąt PAB między styczną do ze 
a cięciwą okręgu poprowadzoną z punktu styczności 
jest równy kątowi wpisanemu AC B opartemu na łu- 
ku wyznaczonym przez końce tej cięciwy (rysunek 
obok). 


25. W okręgu o środku O poprowadzono cięciwę AB. Miara kąta zawartego 
między cięciwą AB a styczną do okręgu poprowadzoną w punkcie B wy- 
nosi 58°. Wyznacz miary kątów trójkąta АОВ. 


26. Prosta k jest styczna do okręgu o środku O. Wyznacz miarę kąta a. 


a) b) ы © 
w 
6: PZA k k 


27. W okręgu o promieniu З cm cięciwa AB wyznacza łuk o długości £ cm. 
Wyznacz miarę kąta zawartego między cięciwą AB a styczną do okręgu 
poprowadzoną w punkcie A. 


Wielokąt nazywamy foremnym, jeśli 
ma wszystkie boki równe i wszystkie 
kąty wewnętrzne przystające. 


28. a) Podaj miary kątów wewnętrz- 
nych dziesięciokąta i dwunasto- 
kąta foremnego. 

[р] b) Wykaż, że kąty wewnętrzne n-kąta foremnego mają miarę 22 - 180°. 

29. Oblicz długość boku wielokąta foremnego o obwodzie równym 20, jeśli su- 
ma miar kątów wewnętrznych tego wielokąta jest równa: a) 540°, b) 14407. 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


30. a) Bok sześciokąta foremnego ma długość 1. Oblicz różnicę pola koła opi- 
sanego na tym sześciokącie i pola koła w niego wpisanego. 
[р) b) Wykaż, że dla dowolnego wielokąta foremnego o boku długości a różnica 
pola koła opisanego na tym wielokącie i pola koła w niego wpisanego jest 
równa а. 


31. Kąt ostry rombu ma miarę 70°. Oblicz miarę kąta zawartego między wy- 
sokościami poprowadzonymi z wierzchołka kąta rozwartego. 


32.  Przekątne równoległoboku mają długości 16 i 8, a kąt zawarty między nimi 
ma miarę 60°. Oblicz obwód tego równoległoboku. 


33.  Dłuższa podstawa trapezu ma długość 9 cm, a punkt przecięcia jego prze- 
kątnych dzieli je w stosunku 2:3. Oblicz długość krótszej podstawy. 


34. W trapezie równoramiennym przekątna ma długość 8V5 em, wysokość jest 
równa 8 cm, a stosunek długości podstaw wynosi 1:3. Oblicz pole i obwód 
tego trapezu. 


[р] 35. a) Wykaż, że długość odcinka łączącego środki ramion trapezu jest średnią 
arytmetyczną długości jego podstaw. 
b) Wysokość trapezu jest równa 5 cm, a odcinek łączący środki jego ra- 
mion ma długość 10 cm. Oblicz pole tego trapezu. 


Okrąg wpisany w czworokąt 4 
W czworokąt wypukły można wpisać okrąg wtedy 
i tylko wtedy, gdy sumy długości przeciwległych a q 
boków tego czworokata sa równe: 
a+c=b+d b 

Środek okręgu wpisanego w czworokąt jest punktem przecięcia się dwu- 
siecznych kątów wewnętrznych tego czworokąta. 
Okrąg opisany na czworokącie 
Na czworokącie można opisać okrąg wtedy i tylko wtedy. 
gdy sumy miar przeciwległych kątów tego czworokąta są 
równe i mają po 180°: 

a+y=8+60= 180° 
Środek okręgu opisanego na czworokącie jest punktem przecięcia się syme- 
tralnych boków tego czworokąta. 
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37. 


40. 


[р] 41. 


42. 


43. 


44. 


. Uzasadnij. 


a) Jeśli trapez jest równoramiemny, to można па nim opisać okrąg. 

b) Jeśli na trapezie można opisać okrąg, to jest on równoramienny. 

W trapez równoramienny wpisano okrąg. Oblicz obwód i pole tego trapezu, 
jeśli wiadomo, że jego: 

a) ramię ma długość 6 cm, a promień okręgu wpisanego jest równy 2,5 cm, 
b) podstawy mają długości 4 cm i 16 cm, 

с) kąt ostry ma miarę 60°, a promień okręgu opisanego na tym trapezie 


jest równy 1 cm. 


Na okręgu o promieniu 1,5 opisano trapez o kątach przy dłuższej podstawie 
30° i 60°. Oblicz pole tego trapezu. 


. a) W trapezie równoramiennym kąt ostry ma miarę 60°, ramię ma długość 


2 cm, a przekątna — 2Y3 cm. Oblicz promień okręgu opisanego na tym 
trapezie. 

b) Dłuższa podstawa trapezu równoramiennego ma długość 8 cm. Kąt 
nachylenia jego przekątnej do tej podstawy ma miarę 30°, a wysokość jest 
równa 23 cm. Oblicz pole koła opisanego na tym trapczie. 


Długość jednego z boków trapezu równoramiennego jest równa promie- 
niowi okręgu wpisanego w ten trapez i wynosi 3 cm. Oblicz pole tego 
trapezu. 


Wykaż, że jeżeli w trapez równoramienny można wpisać okrąg, to wysokość 
trapezu jest średnią geometryczną długości jego podstaw. 


a) Wyznacz pole koła wpisanego w romb o kącie 
ostrym a i boku a. 

b) Wyznacz promień okręgu wpisanego w romb c 
o polu P i kącie ostrym a. 


W okrąg wpisano czworokąt ABCD. Kąt mię- 
dzy prostymi AB i DC wynosi 40°, a między 
prostymi AD i ВС ~ 30° (rysunek obok). Oblicz 


miary kątów tego czworokąta. y 


Z punktu P odległego od środka okręgu o 10 poprowadzono sieczną. Siecz- 
na przecięła okrąg w punktach A i B takich, że |PA| = |AB| = 4/2. Oblicz 
promień tego okręgu. 
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45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Twierdzenie sinusów 
W dowolnym trójkącie stosunki długości boków do 
sinusów przeciwległych kątów są równe średnicy 
okręgu opisanego na tym trójkącie: 

a b ° LIR 


sina sinf siny 


Twierdzenie cosinusów 
Dla dowolnego trójkąta (oznaczenia jak na rysunku) 
prawdziwe są następujące zależności: 

а? = b? + с? — 2bccosa 

b? = а? + © — 2accos 8 

с? = а? +b? — 2abcosy 


Oblicz miary pozostałych kątów trójkąta, w którym: 
a) a = 4V3, b = 4, a = 60°, c) a=3y3,b=9,a= 
b) b=8, c = 4V3, 8 = 45°, d) b=2V2,c=4,8=30. 


Rozwiąż trójkąt o danych kątach i boku. 

а) а= 60°, 8 = 45°, с = 2\/3 b) а = 45°, 8 = 15°, b= 6 

а) Najdłu bok trójkąta ma długość 12, a jeden z kątów ma miarę 135°. 
Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 

b) Kąt rozwarty trójkąta wpisanego w okrąg o promieniu 5 ma miarę 120°. 
Oblicz długość najdłuższego boku tego trójkąta. 


Oblicz długość boku c trójkąta, w którym: 

a) a= 3, b = 6, y = 60°, b) a = 3V3, b = 2, y = 150°. 

Jeden z katów trójkata ma miare 60°, a bok polozony naprzeciwko tego 
kata ma długość 9. Oblicz długości pozostałych boków trójkąta, jeśli wia- 
domo, że jeden z nich jest dwa razy dłuższy od drugiego. 


50. Sprawdź, czy trójkąt o podanych bokach jest rozwartokątny. 
а) a=5,b=8,c=9 b) a=10,b=4,c=7 


51. 


52. 
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Długości boków równoległoboku są równe 4 i 4V3, a jeden z kątów ma 
miarę 30°. Oblicz długości przekątnych tego równoległoboku. 


Jeden z boków równoległoboku ma dług: ‚ a przekątne mają długości 
6 i 10. Oblicz miarę kąta rozwartego zawartego między przekątnymi tego 
równoległoboku oraz długość jego drugiego boku. 


Powtórzenie 


53. 


Twierdzenie o dwusiecznej kąta w trójkącie 

Dwusieczna kąta w trójkącie dzieli przeciwległy bok 
tego trójkąta na odcinki proporcjonalne do jego pozo- 
stałych boków. 


56. 


57. 


59. 


61. 


62. 


Dany jest trapez prostokątny, którego dłuższa podstawa ma długość 6, 
ramię ma długość 3,/2 i tworzy z podstawą kąt ostry a, a krótsza przekątna 
ma długość уб. Oblicz sina i obwód tego trapezu. 


„ W trójkącie równoramiennym ABC о podstawie AB środkowe poprowa- 


dzone z wierzchołków A i B przecinają się pod kątem prostym w punkcie P 
oraz |AP| = 6. Oblicz długość okręgu opisanego na tym trójkącie. 


. W trójkącie równobocznym ABC o obwodzie 6 na boku AC wybrano 


|АР| _ 1 


punkt P taki, że АЁ = 1, Oblicz pole koła opisanego na trójkącie АРВ. 


z 


s 
ky 


W trójkącie ABC kąt ACB ma miarę 60°. Dwusieczna tego kąta przecina 
bok AB w punkcie D. Oblicz długości boków tego trójkąta, jeśli wiadomo, 
że |AD| =2 i |BD| = 6. 


Dany jest trójkat prostokatny АВС, którego przeciwprostokatna АВ ma 
długość 6 cm. Dwusieczna kąta BAC przecina bok BC w punkcie D і dzieli 
go w stosunku 2:1. Oblicz obwody trójkątów ACD i ABD. 


Na kole o promieniu 2 opisano trapez równoramienny o kącie ostrym 757. 
Oblicz pole i obwód tego trapezu. 


W okrąg o promieniu 3 wpisano czworokąt. Jedna z przekątnych tego czwo- 
rokąta jest średnicą okręgu, a jeden z jego kątów ma miarę 135°. Oblicz 
długość drugiej przekątnej tego czworokąta. 


Ramiona trapezu mają długości równe 5 i 7, a odcinek łączący ich środki 
dzieli trapez na części, których pola są w stosunku 1:2. Oblicz długości 
podstaw tego trapezu, jeśli wiadomo, że można go opisać na okręgu. 


Jedno z ramion trapezu ma długość 5 i jest nachylone do dłuższej podstawy 
pod kątem 60°. Długość dłuższej podstawy jest równa 8. Na trapezie tym 
można opisać okrąg. Oblicz promień tego okręgu. 


W trójkąt ABC wpisano okrąg o promieniu 1. Bok BC został podzielony 
przez punkt styczności D na odcinki długości |BD| = 7 i |DC| = 3. Oblicz 
sinus kąta ABC i długości boków AB i AC tego trójkąta. 
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Zestaw III – podsumowujący 


63. 


65. 


66. 


67. 


[р] 68. 


69. 


70. 


71. 


Podstawą trójkąta równoramiennego ABC jest odcinek AB. Na boku BC 
istnieje punkt D taki, że |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary kątów trój- 
kąta ABC. 


Przyprostokątne trójkąta prostokątnego mają długości 4 cm i 6 cm. Ob- 
licz promień okręgu stycznego do obu przyprostokątnych, którego środek 
należy do przeciwprostokątnej. 


Na boku AD prostokąta ABCD obrano taki punkt E, że trójkąty ABE, 
DEC i EBC są podobne. Wyznacz skale podobieństwa ЛАВЕ do ADEC, 
ADEC do AEBC, AABE do AEBC i oblicz pole trójkąta BEC, jeśli 
wiadomo, że 4ECD = 60° i |DC| = 6. 


Podstawa AB trójkąta równoramiennego ABC ma długość 8 cm. Wyso- 
kość CD równa jest długości odcinka DE łączącego środek podstawy ze 
środkiem ramienia. Oblicz długość ramienia oraz pole tego trójkąta. 


Dany jest trójkąt ABC o bokach |AC|=4 С 
i |BC| = 6. Na bokach tego trójkąta obrano 
punkty D, E i F takie, że czworokąt DECF 
jest rombem (rysunek obok). Oblicz długość 
boku tego rombu. 


>) 


W trójkącie równoramiennym ABC o podsta- 
wie AB wysokość AD podzieliła bok ВС na 
odcinki długości |BD| = k i |CD| = l. Мукай, A D B 


że |AB| = /2k(k + D. 


W trapezie równoramiennym kąty przy krótszej podstawie mają miarę 
dwa razy większą niż kąty przy dłuższej podstawie. Dłuższa podstawa ma 
długość 16 cm, a odcinek łączący środki ramion — 10 cm. Oblicz pole 
i obwód tego trapezu. 


Długości podstaw trapezu prostokątnego są równe 7 cm i 3 cm, a ra- 
mię prostopadłe do podstaw ma długość 5 cm. Oblicz odległości punktu 
przecięcia się przekątnych tego trapezu od dłuższej podstawy i ramienia 
prostopadłego do podstaw. 


Długości podstaw trapezu równoramiennego są równe a i b (a > b), a kąt 
ostry ma miarę a. Wyznacz pole czworokąta, który powstał przez połą- 
czenie odcinkami środków sąsiednich boków tego trapezu. 
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72. 


73. 


75. 


[р] 76. 


77. 


[р] 78. 


[р] 79. 


W trapezie kąty przy podstawie mają miary 60° i 45°, a różnica kwadratów 
długości podstaw jest równa 30. Oblicz pole tego trapezu. 


W równoległoboku ABCD krótsza przekątna BD ma długość d i jest 
prostopadła do boków AD i BC, a kąt ostry ma miarę 30°. Wyznacz 
długość przekątnej AC. 


. Długości dwóch boków trójkąta są równe a i b. Kąt leżący naprzeciwko 


trzeciego boku ma miarę dwa razy większą od miary kąta leżącego na- 
iwko boku o długości а. Wykaż, że długość trzeciego boku jest równa 


Маа + Ü. 


Długości podstaw trapezu są równe 6 i 9, a ramiona mają długości 2 i 4. 
Oblicz cosinusy kątów tego trapezu. 


c 
Dane są trójkąty ABC i A'BC' takie, = 


że punkty С i А’ są symetryczne wzglę- 

dem punktu A, punkty А i B' - wzglę- à 
dem punktu В, a punkty B i C” - wzglę- ` 

dem punktu C. Pole trójkąta ABC jest J ki 
równe 5. Wykaż, że pole trójkąta A'B'C" 


jest równe 75. A 


W trójkącie prostokątnym dwusieczna kąta prostego dzieli przeciwprosto- 
kątną w stosunku 2:3. W jakim stosunku dzieli przeciwprostokątną wyso- 
kość poprowadzona z wierzchołka kąta prostego? 


Z punktu P poprowadzono sieczną przeci- 
nającą dany okrąg w punktach A i B oraz 
styczną do okręgu w punkcie C (rysunek 
obok). Wykaż, że trójkąty PCA i PCB 
są podobne. Oblicz długości odcinków PA 
i PB, jeśli |PC| = 12 i |AB| = 10. 

Wskazówka. Wykaż, że 4 PBC = РСА oraz ЛРСА ~ APBC. 


Wykaż, że trójkąty ACP i BDP (rysu- P 
nek obok) są podobne, oraz uzasadnij, że ZA) 
|PA| - |PB| = |PC|-|PD|. Oblicz promień B 
okręgu, jeśli |AP| = 5, |PB| = 2, |CP|=1 á SZEJ 
i4CBD=150. g 
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5.12. Stereometria 


Oznaczenia 


P, — pole powierzchni całkowitej P, — pole powierzchni bocznej 
P, — pole powierzchni podstawy V - objętość 


Prostopadłościan Graniastosłup prosty 


P. = 2(ab + be + ac) 


V = abc V=P,-h 
gdzie a,b,c są długościami gdzie p jest obwodem podstawy 
krawędzi prostopadłościanu graniastosłupa, a h ~ jego wyso- 
kością 
Ostrosłup Kula 
5 
c k 4 
Р =4ar* 
A B V=jmr* 
V=3P,-h gdzie r jest promieniem kuli 


gdzie h jest wysokością 
ostrosłupa 
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Walec 


Р, = mrh 
P, = 2zr(r + h) 
V = zh 


gdzie r jest promieniem podstawy 
walca, a h — jego wysokością 


Zestaw | - wprowadzający 
1 


Dany jest graniastosłup prawidłowy o wysoki 


Stożek 


P,=rrl 

=тг(г +) 

rh 

gdzie r jest promieniem podstawy 
stożka, h — jego wysokością, a 1 ~ 
długością tworzącej 


ci 10. Promień okręgu op 


sanego na jego podstawie jest równy 6. Oblicz pole powierzchni całkowitej 
tego graniastosłupa, jeżeli wiadomo, że jest on: 


a) trójkątny, 


b) czworokątny, 


с) sześciokątny. 


2. Dany jest ostrosłup prawidłowy o krawędzi podstawy 4 i krawędzi bocz- 
nej 6. Oblicz wysokość tego ostrosłupa, jeżeli wiadomo, że jest on: 


a) trójkątny, 


b) czworokątny, 


c) sześciokątny. 


3. Podstawą ostrosłupa jest kwadrat ABCD o boku długości 6. Ściana bocz- 
na ABS jest prostopadła do podstawy огах |AS| = |BS| = 5. Narysuj 
siatkę tego ostrosłupa i oblicz jego pole powierzchni całkowitej. 


4. Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość 6, 


a krawędź boczna ma długość 4. 


a) Oblicz miarę kąta nachylenia krawędzi bocznej tego ostrosłupa do jego 


podstawy. 


b) Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


5. Wysokość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa v3, a kąt na- 
chylenia ściany bocznej do jego podstawy ma miarę 30°. Oblicz objętość 
i pole powierzchni bocznej tego ostrosłupa. 
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15. 


Pole ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe 
polu jego podstawy. Oblicz sinus kąta nachylenia krawędzi bocznej do 
podstawy tego ostrosłupa. 


Ściana boczna ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego jest nachylona do 
podstawy pod kątem 30°, a wysokość tej ściany jest równa 3v3. Oblicz 
objętość tego ostrosłupa. 


Podstawą ostrosłupa o wierzchołku 5 jest trójkąt АВС о bokach długości 
|AB| = 6, |AC| = |BC| = 5. Wysokość ostrosłupa jest równa 2, a jej 
spodek jest środkiem okręgu opisanego na podstawie. Oblicz tangens kąta 
nachylenia ściany ABS do podstawy ostrosłupa. 


Podstawą graniastosłupa prostego jest romb o przekątnych długości 10 
i 12. Dłuższa przekątna graniastosłupa jest nachylona do podstawy pod 
kątem 45°. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego graniastosłupa. 


Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość d i two- 
rzy ze ścianą boczną kąt 30°. Wyznacz objętość tego graniastosłupa. 


Objętość walca jest równa V, a jego powierzchnia boczna po rozwinięciu 
jest kwadratem. Wyznacz wysokość tego walca. 


Stosunek pola powierzchni bocznej stożka do jego pola podstawy jest 
równy v? : 1. Objętość stożka jest równa objętości kuli o średnicy 6. Oblicz 
wysokość tego stożka oraz miarę kąta nachylenia tworzącej do podstawy. 


Oblicz objętość stożka, którego pole podstawy jest równe 16, a pole po- 
wierzchni bocznej jest równe 20. 


Od sześcianu, którego krawędź ma długość 2, odcięto naroża, zawiera- 
jące po jednym wierzchołku, płaszczyznami przechodzącymi przez środki 
krawędzi wychodzących z tych wierzchołków. Oblicz objętość wielościanu 
otrzymanego w ten sposób. 


Prostopadłościan o wysokości 6 cm, którego podstawą jest kwadrat, prze- 
cięto płaszczyzną przechodzącą przez jeden z wierzchołków podstawy i na- 
chyloną do niej pod kątem 30°. W przekroju otrzymano romb, którego 
dłuższa przekątna jest równa 2V6 cm. 

a) Oblicz długość krawędzi podstawy tego prostopadłościanu. 

b) Oblicz objętość tego prostopadłościanu. 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


16. 


MZ 


18 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


W graniastosłupie prawidłowym trójkątnym krawędź podstawy ma dłu- 
gość a, a przekątna ściany bocznej tworzy z drugą ścianą boczną kąt a. 
Wyznacz objętość tego graniastosłupa. 


Podstawą graniastosłupa prostego o objętości równej 12 jest romb o kącie 
ostrym 60°. Wysokość tego graniastosłupa jest równa dłuższej przekątnej 
jego podstawy. 

a) Oblicz długość krawędzi podstawy. 

b) Oblicz cosinusy kątów między przekątnymi sąsiednich ścian bocznych. 


Graniastosłup prawidłowy czworokątny przecięto 
Ginie plaszopyenaiyi 0 (czy MALO Pooja po Ж / 
lach 20 i 8y13 (rysunek obok). Oblicz objętość 


tego graniastosłupa, wiedząc. że punkty P i Q są N 
środkami jego krawędzi bocznych. 


P 


Prostopadłościan o wymiarach 6 x 8 x 15 przecięto 
płaszczyzną przechodzącą przez jego trzy wierz- 
chołki i otrzymano w przekroju trójkąt. Oblicz ob- 
wód tego trójkąta. 


W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym długość krawędzi podstawy 
jest równa 4, a odległość środka jego wysokości od krawędzi bocznej jest 
równa 1. Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


Przekrój ostrosłupa prawidłowego czworokątnego płaszczyzną przecho- 
dzącą przez przekątną podstawy i wierzchołek ostrosłupa jest trójkątem 
równoramiennym o ramionach długości 6 cm oraz kącie między ramio- 
nami 30°. Oblicz pole tego przekroju i objętość ostrosłupa. 


Trójkąt równoramienny o podstawie a i ramie- 
niu 2a obracamy wokół prostej zawierającej jed- 
no z jego ramion. Wyznacz objętość otrzymanej 
bryły. 


Powierzchnia boczna stożka po rozwinięciu jest 
półkolem o promieniu 10. Stożek ten przecięto 
płaszczyzną przechodzącą przez cięciwę podsta- 
wy AB i wierzchołek S (rysunek obok). Oblicz 
cos 4 ASB, jeśli 4 AOB = 120°. 
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24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Ę 


Kulę przecięto dwiema równoległymi płaszczyznami odległymi od siebie 
o 8 w ten sposób, że środek kuli leży między nimi. Pola otrzymanych 
przekrojów są równe 9л i 25m. Oblicz promień tej kuli. 


Podstawą ostrosłupa jest prostokąt o polu S, a dwie ściany boczne są 
prostopadłe do podstawy. Pozostałe ściany tworzą z podstawą kąty a i 8. 
Wyznacz objętość tego ostrosłupa. 


W czworościanie o podstawie ABC i wierzchołku S dwie krawędzie AB 
i CS mają długość 2, a długość każdej z pozostałych krawędzi jest równa 3. 
Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


W ostrosłupie prawidłowym trójkątnym pole ściany bocznej jest cztery 
razy większe od pola podstawy. Oblicz cosinus kąta zawartego między 
sąsiednimi ścianami bocznymi tego ostrosłupa. 


Dany jest prostopadłościan P,, którego podstawa jest 
kwadratem o boku długości 4 (rysunek obok). Jego 
przekątna jest nachylona do podstawy pod kątem a, 
a ze ścianą boczną tworzy kąt 3. Prostopadłościan P; 
o objętości 64 jest podobny do prostopadłościanu P,. 
Oblicz skalę podobieństwa tych prostopadłościanów, 
jeśli wiadomo, że: a) a = 60°, b) 8 = 30°. 


W podstawę stożka wpisano kwadrat. Przekrój stożka płaszczyzną prze- 
chodzącą przez jego wierzchołek oraz jeden z boków kwadratu jest trój- 
kątem równoramiennym o kącie między ramionami równym a. Wyznacz 
cosinus kąta rozwarcia tego stożka. 


Czworościan foremny o krawędzi długości a przecięto płaszczyzną prze- 
chodzącą przez środki dwóch krawędzi podstawy i wierzchołek nienależący 
do tej podstawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju oraz cosinus kąta, 
który płaszczyzna przekroju tworzy z podstawą czworościanu. 


W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym pole podstawy jest równe S, 
a kąt między ścianą boczną a podstawą ma miarę a. Ostrosłup ten prze- 
cięto płaszczyzną zawierającą krawędź boczną oraz środek krawędzi pod- 
stawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju. 


Miara kąta między ramionami ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego 
czworokątnego wynosi 2a. Ostrosłup ten przecięto płaszczyzną przecho- 
dzącą przez jego wierzchołek i przez środki sąsiednich krawędzi podstawy. 
Wykaż, że tangens kąta, który ta płaszczyzna tworzy z podstawą, jest 


równy Zea 


sina 
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Zestaw Ill - podsumowujący 


33. 


[р] 36 


37. 


Podstawą graniastosłupa prostego jest trapez równoramienny o podsta- 
wach długości 8 i 2 oraz wysokości równej 3. Oblicz objętość tego grania- 
stosłupa oraz miarę kąta między jego przekątną i najdłuższą krawędzią, 
jeżeli wiadomo, że ta przekątna ma długość 5Y2. 


. Podstawą ostrosłupa ABC'S o objętości 36 сш? jest trójkąt równoboczny 


ABC o boku długości 12 cm. Punkt P jest środkiem krawędzi BC, 
a punkt Q, będący środkiem odcinka AP, jest spodkiem wysokości tego 
ostrosłupa. Oblicz pole powierzchi bocznej ostrosłupa. 


H E 
G 
Na rysunku przedstawiono sześcian ABCDEFGH A 
i jego przekrój płaszczyzną AQR. Wiadomo, że Ë A 


ІН] : |QD| = |FR| : |RB| = 1 : 
liczbą naturalną większą od 1. Oblic: 
gości odcinków, na jakie plas; 
dzieli krawędzie FG i HG. 


gdzie k jest 
stosunek dłu- c 
na przekroju 

A B 


W prostopadłościanie z wierzchołka podstawy poprowadzono przekątne 
dwóch sąsiednich ścian bocznych. Kąty nachylenia tych przekątnych do 
podstawy wynoszą a i 8. Wykaż, że cosinus kąta zawartego między tymi 
przekątnymi jest równy sina • sin 8. 


Punkt P jest środkiem krawędzi sześcianu przed- ШЕР”. 


stawionego na rysunku obok. Niech S będzie rzu- 

tem prostokątnym punktu D na płaszczyznę ACP. 

Wyznacz odległość punktu S od punktu A, jeśli > © 
długość krawędzi tego sześcianu jest równa a. A 


Miara kąta między ramionami ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego 
trójkątnego wynosi 2a, a pole ściany bocznej jest równe S. Wyznacz pole 
powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


. W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym kąt między ścianą boczną 


a podstawą jest równy 2a, a krawędź podstawy ma długość a. Wyznacz 
pole przekroju otrzymanego z przecięcia tego ostrosłupa płaszczyzną prze- 
chodzącą przez krawędź podstawy i nachyloną do podstawy pod kątem a. 


Miara kąta między ścianami bocznymi ostrosłupa prawidłowego czworo- 
kątnego wynosi 8. Uzasadnij, że 8 > 90°. Wykaż, że cosinus kąta między 
ścianą boczną tego ostrosłupa a jego podstawą jest równy = сов B. 
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5.13. Rachunek prawdopodobieństwa 


Permutacje 

Liczba sposobów, na które n różnych elementów można ustawić w ciąg, 
jest równa nl. 

Wariacje z powtórzeniami 

Liczba sposobów, na które z n różnych elementów można utworzyć ciąg 


składający się z k niekoniecznie różnych wyrazów, jest równa n*. 


Wariacje bez powtórzeń 

Liczba sposobów, na które z n różnych elementów można utworzyć ciąg 

składający się z k różnych wyrazów (1 < k < п), jest równa: 
n-(n-1)-...-(n=(k-1))=—* 


n! 
(n-k)! 
Kombinacje 

Liczba sposobów, na które spośród n róż 
k elementów (0 < k < n), jest równa (t) = 


'h elementów można wybrać 


Własności prawdopodobieństwa 
« 0 < P(A) < 1 dla każdego zdarzenia A C Q 
= P(0) = 0 (0 — zdarzenie niemożliwe), P(Q) = 1 (Q - zdarzenie pewne) 
a P(A) < P(B) dla AC B c Q 
= P(A') = 1 — P(A), gdzie A! oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia А 
" P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN В) dla dowolnych zdarzeń A, B c Q 
Prawdopodobieństwo warunkowe 
Niech A,B C Q i P(B) > 0. Prawdopodobieństwo zdarzenia A pod wa- 
runkiem, że zaszło zdarzenie B, określamy wzorem: 
P(AnB) 

P(B) 


Р(А|В) = 


Prawdopodobieństwo całkowite 

Niech Q będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia Ву, By... , В, spełniają następujące warunki: 

= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U B; U... UB, = 0), 

= prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 

= zdarzenia te parami się wykluczają, 

to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A C О opisuje wzór: 


P(A) = P(B;) : P(A|B,) + P(B;): P(A|B>) +... + P(B,) : P(A|B„) 
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Zestaw | - wprowadzający 


1. Dane są zbiory A = {1,2}, B = {2,3,4} i С = {1,2,3,4,5,6,7}. Ile jest 
wszystkich liczb trzycyfrowych takich, że pierwsza cyfra należy do zbio- 
ru А, druga — do zbioru В, a trzecia — do zbioru С? Ile wśród nich jest 
liczb nieparzystych? 


2. Dwie drużyny rozgrywają ze sobą mecz piłki nożnej. Ile jest możliwych 
wyników, jeśli wiadomo, że każda z drużyn strzeliła: 


nie więcej niż 3 bramki, b) nie więcej niż 4 bramki 


3. Na ile sposobów można ustawić w kolejce 4 osoby, a na ile — 6 osób? 


4. Dziewięciorgu zawodnikom, wśród których jest pięć dziewcząt, przydzie- 
lono kolejne numery od 1 do 9. 
a) Ile jest wsz; 
b) Ile jest takich sposobów przydzielenia numerów, aby dziewczęta dostały 
numery nieparzyste, a chłopcy dostali parzyste? 


stkich sposobów przydzielenia numerów? 


5. Pewien kod składa się z trzech liter na początku oraz z dwóch dowolnych 
cyfr na końcu. Litery należą do zbioru (A,B, G, D). Ile można utworzyć 
takich kodów, jeżeli: 

a) cyfry i litery się nie powtarzają, b) cyfry i litery mogą się powtarzać? 


6. Ile jest w: kich liczb: 

a) trzycyfrowych, w których zapisie nie występują cyfry 0 i 1 oraz 
cyfra się nie powtarza, 

b) czterocyfrowych, w których zapisie nie występują cyfry 0, 1 i 2 oraz 
żadna cyfra się nie powtarza, 


żadna 


c) pięciocyfrowych, w których zapisie żadna cyfra się nie powtarza? 


7. Пе jest wszystkich liczb: 
a) pięciocyfrowych, w których zapisie mogą występować tylko cyfry 1,214, 
b) czterocyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0, 
c) parzystych trzycyfrowych, w których zapisie nie występują cyfry 7 i 9? 


8. Dwie siostry kupiły wspólnie 10 długopisów. każdy w innym kolorze. Ob- 
licz, na ile sposobów mogą się nimi podzielić, jeśli obydwie mają dostać 
tyle samo długopisów. 


9. Пе można utworzyć różnych siedmiocyfrowych ciągów, w których cztery 
razy występuje cyfra 1 i trzy razy cyfra 0? 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Ile jest wszystkich liczb podzielnych przez 3, do których zapisu użyto wy- 
łącznie cyfr 0 i 1, jeśli liczby te są: 


a) czterocyfrowe, b) pięciocyfrowe, c) ośmiocyfrowe? 


Rzucamy trzy razy monetą. Niech A oznacza zdarzenie polegające na tym, 
że co najwyżej raz wypadła reszka, B — że co najwyżej dwa razy wypadła 
reszka, C — że trzy razy wypadła reszka. 

a) Podaj pary zdarzeń wykluczających się i pary zdarzeń przeciwnych. 
b) Które ze zdarzeń BUC, Æ N В, ANC jest zdarzeniem niemożliwym, 
a które — zdarzeniem pewnym? 


Z urny zawierającej cztery kule ponumerowane od 1 do 4 losujemy dwie 
kule. Niech A będzie zdarzeniem polegającym na tym, że dwie wylosowane 
kule mają numery nieparzyste. Opisz przestrzeń zdarzeń elementarnych О 
tego doświadczenia, wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom A i А' oraz 
oblicz prawdopodobieństwa tych zdarzeń, jeśli losujemy: 


a) bez zwracania, b) ze zwracaniem. 


Ze zbioru liczb f1,2,3,...,12) wybieramy losowo jedną liczbę. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że będzie to liczba podzielna: 


a) przez 2, b) przez 3, c) przez 2 lub 3. 


Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 
a) iloczyn oczek, które wypadną w obydwu rzutach, będzie równy 6, 


b) w każdym rzucie liczba oczek będzie większa od numeru rzutu. 


W urnie są cztery kule oznaczone numerami 1, 2, 3 i 4. Losujemy kolejno 
cztery kule bez zwracania. Numery kul zapisane w kolejności losowania 
tworzą liczbę czterocyfrową. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że otrzy- 
mana liczba będzie: 


a) parzysta, b) większa od 1234. 


Z urny, w której znajduje się 5 kul białych i 3 czarne, losujemy kolejno 
3 kule. Czy bardziej prawdopodobne jest wylosowanie trzech kul białych 
w wypadku losowania bez zwracania, czy ze zwracaniem? 


W klasie IVa jest 8 chłopców i 12 dziewcząt, a w klasie IVb — 10 chłop- 
ców i 6 dziewcząt. Z każdej klasy wybieramy losowo jedną osobę. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że będą to: 

a) dwie dziewczyny, b) dziewczyna i chłopiec. 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Winda, w której są 3 osoby, zatrzymuje się na 5 piętrach. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że: 

a) każda osoba wysiądzie na innym piętrze, 

b) na którymś z pięter wysiądą dokładnie 2 osoby. 


Losowo ustawiamy w rzędzie 7 dziewcząt i 8 chłopców. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że: 

a) żaden chłopiec nie stoi obok chłopca, 

b) wszystkie dziewczęta stoją obok siebie. 


Na egzaminie posadzono losowo w jednym rzędzie 10 osób, w tym dwie 
z jednej szkoły. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że nie siedzą one obok 
siebie. 


Liczby 1,2,3,...,10 uporządkowano w sposób losowy. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo wystąpienia w tym uporządkowaniu: 
a) dwójki bezpośrednio przed ósemką, b) dwójki przed ósemką. 


Z grupy, w której jest 8 dziewcząt i 6 chłopców, wybieramy losowo 4 osoby. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wybierzemy: 
a) 2 dziewczyny i 2 chłopców, b) 1 dziewczynę i 3 chłopców. 


Na loterii jest 10 losów, w tym 2 wygrywające. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że wygrywa co najmniej jeden spośród pięciu zakupionych losów. 


Z urny, w której jest 7 kul białych i 5 zielonych, losujemy jednocześnie 
3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 
a) przynajmniej jedna jest biała, b) jest więcej zielonych niż białych. 


W szafie są 4 pary butów. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 
a) losowo wybrane dwa buty są parą, 
b) wśród losowo wybranych czterech butów jest co najmniej jedna para. 


Rzucono pięcioma kostkami. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania: 

a) na wszystkich kostkach takiej samej liczby oczek, 

b) dokładnie na dwóch kostkach takiej samej liczby oczek (pary), a na 
trzech pozostałych kostkach — różnych liczb oczek, 

с) dokładnie na trzech kostkach takiej samej liczby oczek (trójki), a na 
dwóch pozostałych kostkach — różnych liczb oczek, 

d) trójki i pary. 
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27. W urnie jest 7 kul białych i 8 czarnych. Losujemy z urny jedną kulę, 
a następnie drugą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że druga kula jest 
czarna, jeśli pierwsza była biała. 


28. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma oczek otrzymanych w trzech 
rzutach kostką jest równa 10, jeśli w dwóch pierwszych rzutach wypadły 
parzyste liczby oczek. 


29. Do dwóch szuflad wrzucamy losowo 1 kulę czarną i 5 kul białych. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że kula czarna znajdzie się w drugiej szufładzie, 
jeśli do pierwszej zostały wrzucone dokładnie dwie kule. 


30. 


Ze zbioru {1,2,3} wybieramy losowo jedną liczbę, a następnie rzucamy 
tyle razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania dokładnie jednej 
szóstki. 


Wzór Bayesa 

Niech О będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia By, Bą,... , В, spełniają następujące warunki: 

zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U B, U... U B, = О), 

= prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 

« zdarzenia te parami się wykluczają, 


to dla dowolnego zdarzenia A С О o dodatnim prawdopodobieństwie praw- 
dziwy jest wzór: 


P(B,|A) = 


P(BL)-P(A|BE) 
P(B;)-P(A|B1)+ P(Ba): P(A|B>)+...+ P(Bn): P(A|Bn) 


31. Zakłady 21, Z2 i 7з wyprodukowały odpowiednio 20%, 30% i 50% pewnej 
partii towaru. Wiadomo, że wadliwe wyroby zakładu Z, stanowią 1% całej 
jego produkcji, zakładu Z2 — 3%, a zakładu 23 — 5%. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że losowo wybrany wyrób z tej partii towaru pochodzi 
z zakładu 21, jeśli wyrób ten jest wadliwy. 


32. Rzucamy raz kostką. Jeżeli wypadnie mniej niż 5 oczek, to losujemy jedną 
kulę z pierwszej urny. która zawiera 5 kul białych i 1 kulę czarną. W prze- 
ciwnym razie losujemy jedną kulę z drugiej urny, która zawiera 6 kul bia- 
łych i 3 kule czarne. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że kula pochodzi 
z drugiej urny, jeśli jest to kula czarna. 
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33. Rzucamy raz kostką. Jeżeli wypadnie 6 oczek, to losujemy 2 kule z pierw- 
szej urny, która zawiera 2 kule białe i 4 kule czarne. W przeciwnym razie 
losujemy 2 kule z drugiej urny, która zawiera 3 kule białe i 3 kule czarne. 
Wylosowano dwie kule czarne. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że po- 
chodzą one z pierwszej urny. 


34. Prawdopodobieństwo otrzymania orła i reszki w rzucie pierwszą monetą 
jest takie samo. Dla drugiej monety prawdopodobieństwo otrzymania orła 
jest równe 1, a reszki Wykonujemy trzy rzuty losowo wybraną monetą. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że rzucono: 


a) pierwszą monetą, jeśli wypadły dwa orły, 
b) drugą monetą, jeśli wypadły dwie reszki. 


Schemat Bernoulliego 
W schemacie n prób Bernoulliego prawdopodobieństwo otrzymania k suk- 
cesów wyraża się wzorem: 

P,(k) = (p) pg" dla k=0,1,...,n 
gdzie p oznacza prawdopodobieństwo sukcesu, а q ~ prawdopodobieństwo 
porażki w pojedynczej próbie (q = 1 — p). 


8 


Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w czterech rzutach monetą: 


a) ani razu nie wypadnie orzeł, b) wypadną dokładnie 3 orły. 


36. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w dziesięciu rzutach monetą reszka 
wypadnie: 


a) dokładnie 3 razy, b) co najmniej 3 razy. 

37. Rzucamy sześć razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że liczba 
oczek mniejsza od 3 wypadnie: 
a) dokładnie 2 razy, b) co najwyżej 2 razy. 

38. Tomek i Romek rzucają piłką do kosza. Tomek trafia w 80% rzutów, a Ro- 


mek ~- w 60%. Każdy z nich wykonał po 5 rzutów. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że piłka trafiła do kosza co najmniej 9 razy. 


Prawdopodobieństwo tego, że Basia trafi piłką do kosza, jest równe 0.8. 
Ile co najmniej rzutów powinna wykonać, aby prawdopodobieństwo co 
najmniej jednego trafienia było większe od 0.999? 
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Zestaw III – podsumowujący 


40. 


41. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Ze zbioru liczb dwucyfrowych wybieramy losowo jedną liczbę. Oblicz praw- 
dopodobieństwo tego, że będzie to liczba podzielna przez 10 i niepodzielna 
przez 3. 


Każda z osób bawiących się na pewnym przyjęciu, wychodząc, żegnała 
kimi pozostałymi gośćmi uściskiem dłoni. Ile było osób na 
przyjęciu, jeżeli wymieniono 66 uścisków? 


Ile jest wszystkich liczb sześciocyfrowych, w których zapisie występuje 
dokładnie raz cyfra 5 oraz dokładnie dwa razy cyfra 7? 


Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy bez zwracania dwie liczby. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że suma wylosowanych liczb jest parzysta. 


Uczeń potrafi rozwiązać 10 z 20 zadań egzaminacyjnych. Losuje 3 zadania 
co najmniej 2 z nich, to zda egzamin. Oblicz prawdopo- 
two tego, że uczeń zaliczy egzamin. Jakie byłoby to prawdopodo- 
bieństwo, gdyby uczeń umiał rozwiązać 15 zadań? 


W partii 25 żarówek 16% jest uszkodzonych. Losujemy dwie żarówki. Ob- 
licz prawdopodobieństwo tego, że: 


a) obie żarówki będą dobre, 


b) przynajmniej jedna żarówka będzie dobra. 


Z cyfr liczby 12345678 tworzymy liczby ośmiocyfrowe, w których zapisie 
cyfry się nie powtarzają. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 


a) cyfry 1, 2 1 3 znajdują się obok siebie w dowolnej kolejności, 
b) pomiędzy cyframi 1 i 2 znajdują się dokładnie trzy cyfry. 
Ze zbioru {—2,—1,0,1,2} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania 


i wstawiamy je odpowiednio w miejsce współczynników a i b do wzoru 
funkcji f(x) = ат? + ba + 1. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 


a) funkcja f jest rosnąca w zbiorze R, 

b) wykres funkcji f jest symetryczny względem osi OY, 

c) wykres funkcji f jest symetryczny względem prostej т = 1. 

Na pierwszej loterii jest n losów, w tym 1 wygrywający, a na drugiej jest 2n 
losów, w tym 2 wygrywające. Sprawdź, czy prawdopodobieństwo wygrania 
na obu loteriach jest jednakowe, gdy kupujemy: a) 1 los, b) 2 losy. 
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49. 


51. 


52. 


57. 


W sklepie jest n sztuk pewnego wyrobu, w tym 30% sztuk pierwszego 
gatunku i 70% — drugiego. Na opakowaniach tego wyrobu nie podano jed- 
nak informacji o gatunku. Prawdopodobieństwo tego, że druga sprzedana 
sztuka będzie pierwszego gatunku, pod warunkiem, że pierwsza sprzedana 
sztuka będzie też pierwszego gatunku, wynosi 2. Oblicz п. 

Rzucamy trzy razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że za trzecim 
razem wypadła szóstka, jeśli: 

a) iloczyn otrzymanych oczek jest liczbą podzielną przez 3, 

b) suma otrzymanych oczek jest równa 12, 


c) suma otrzymanych oczek przy dzieleniu przez 3 daje resztę 1. 


Z urny zawierającej 4 kule białe i 2 czarne losujemy 1 kulę i wkładamy ją 
do drugiej urny zawierającej 3 kule białe i 5 czarnych. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że kula wylosowana z drugiej urny będzie czarna. 


Z urny, w której znajdują się 3 kule białe i 5 czarnych, losujemy jedną 
kulę, zwracamy ją do urny i dorzucamy 2 kule koloru wylosowanej kuli. 
Następnie losujemy jeszcze jedną kulę. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że dwie wylosowane kule są takiego samego koloru. 


Ze zbioru (1,2,3,...,50) wybieramy losowo jedną liczbę, a następnie z po- 
zostałych losujemy jeszcze dwie liczby. Oblicz prawdopodobieństwo wylo- 
sowania za drugim razem dwóch liczb parzystych. 


W dwóch urnach, w których są po 4 kule czarne, rozmieszczamy dodatkowo 
6 kul białych. Następnie z losowo wybranej urny losujemy jedną kulę. Jak 
rozmieścić białe kule w urnach, aby prawdopodobieństwo wylosowania kuli 
białej było największe? Oblicz to prawdopodobieństwo. 


Student z 2n pytań (n > 1) losuje na egzaminie 2 pytania. Jeżeli odpowie 
na nie dobrze — zdaje egzamin, jeżeli odpowie na każde źle — nie zdaje 
egzaminu. W przypadku jednej złej odpowiedzi wyciąga dodatkowe pyta- 
nie i jeżeli odpowie poprawnie, zda egzamin. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że student zda egzamin, jeżeli umie odpowiedzieć na n pytań. 


W rzucie niesymetryczną kostką prawdopodobieństwo uzyskania co naj- 
wyżej czterech oczek jest równe 0,6, a co najmniej czterech oczek — 0,8. 
Oblicz prawdopodobieństwo uzyskania czterech oczek w rzucie tą kostką. 
Niech A, B C Q. Oblicz P(A|B), jeśli wiadomo, że P(A) = 2, Р(В') = 1 
oraz P(B|A) = 1. 


5.13. Rachunek prawdopodobieństwa 


58. Niech А,В с Q. Oblicz P(A П B), jeśli wiadomo, że P(A) = 
P(AUB) = š oraz P(A|B) = 1. 


59. a) Niech A,B C О. Oblicz P(AN В) i P(B N A), jeśli wiadomo, że 
P(A)= $. P(B) = š oraz АО В jest zdarzeniem pewnym. 
b) Niech A,B с Q. Oblicz P(AU B) i P(A \ B), jeśli wiadomo, że 


P(A)= 1, P(B) = 1 oraz AN B jest zdarzeniem niemożliwym. 


60. a) Niech A,B с Q. Oblicz P(A' U B) i P(A|B), jeśli wiadomo, że 
P(A) = 2, P(B') = 3 oraz P(AU B) = š. 
b) Niech А,В c Q. Oblicz P(A'|B), jeśli wiadomo, że AU В jest zdarze- 
niem pewnym oraz P(A) = P(B) = 3P(AN B). 


e] 61. Dane są zdarzenia A, B С О takie, że P(B) > 0. Мукай, że: 


P(A|B) > ży M 


Niech X będzie zmienną losową o wartościach z. 13, ..., т, przyjmo- 
wanych z prawdopodobieństwami odpowiednio py, pa. ..., рл. Wartością 
oczekiwaną zmiennej X nazywamy liczbę: 

ЕХ = тур + Topa +... + Фара 


Grę nazywamy sprawiedliwą, jeśli jej wartość oczekiwana jest równa 0. 


62. Pewna gra polega na dwóch rzutach monetą. Jeśli wypadną dwa orły, to 
wygrywamy 80 zł, jeśli dwie reszki — wygrywamy 40 zł. W pozostałych 
przypadkach przegrywamy p 


a) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry dla p = 50. 


b) Dla jakiej wartości p gra jest sprawiedliwa? 


63. Pewna gra polega na rzucie dwiema kostkami i dodaniu liczby wyrzuconych 
oczek. Jeśli otrzymamy co najmniej 10 oczek, to wygrywamy z zł, jeśli 
otrzymamy 7 oczek, to wygrywamy 22 zł. W pozostałych przypadkach 
przegrywamy 36 zł. Dla jakiej wartości z gra jest sprawiedliwa? 


64. Spośród liczb 3, 4 i 5 losujemy dwie. Zmienna losowa X przyporządkowuje 
każdej parze liczb jej sume. Oblicz wartość oczekiwaną zmiennej X. jeśli 
losujemy: 


a) bez zwracania, b) ze zwracaniem. 
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5.14. Statystyka 


Średnią arytmetyczną п liczb ry, ta, ...,c, nazywamy liczbę: 


тї+їд+..+ 
n 


Średnia ważona n liczb Ty,T2,...,T%, którym przypisano odpowiednio 
wagi wy, Wa,... ,w,, będące liczbami dodatnimi, jest równa: 


шут +212 +... PWnTn 
wi +ша+..+ ши 


Medianą uporządkowanego w kolejności niemalejącej zbioru n liczb: 

Ty S z> < T3 < ... < z, jest: 

= dla n nieparzystych: тазі — wartość środkowa, 

« dla n parzystych: (тї +) ~ Średnia arytmetyczna dwóch sąsiednich 
wartości środkowych. 


Dominanta (wartość modalna, moda) jest wartością, która występuje wśród 
danych najczęściej. 
Wariancją n liczb £1, tą,... „©, о średniej arytmetycznej T jest liczba: 


2 т)? m s= 2 
a _ (1-7) PR ttln- _ SRP - (т)? 
л 


Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji. 


с 


Zestaw | – wprowadzający 


1. Oblicz średnią arytmetyczną, medianę i dominantę danych liczb. 
a) 4, 3, 1, 10, 10, 13, 8, 10, 4 c) 3, 2,3, 9, 4, 10, 14, 3 
b) 2, 2, 4, 4, 2, 6, 6,4, 2, 2, 10 d) 16, 8, 8, 0, 8, 8, 14, 2 
6000 zł 4000 


2. Pewna firma ma cztery oddziały. Na dia- 
gramie przedstawiono, jaki procent osób 
pracuje w poszczególnych oddziałach i ja- 
kie są w nich średnie zarobki. Oblicz śred- 
nią zarobków w tej firmie. 


3. W pewnej szkole są trzy klasy drugie liczące kolejno 21, 23 i 23 uczniów. 
Średni wzrost uczniów w pierwszej z nich jest równy 172 cm, w drugiej — 
174 em, w trzeciej — 170 em. Oblicz średni wzrost wszystkich uczniów klas 
drugich. 


5.14. Statystyka 


4. Uczniom klas Ia i Ib zadano pytanie: „Ile pokoi ma twoje mieszkanie?”. 
Wyniki ankiety przedstawiono na poniższych diagramach. Oblicz średnią 
arytmetyczną, medianę i dominantę zebranych danych dla: 


a) klasy Ia, b) klasy Ib, c) obu klas razem. 
la Ib 
liczba uczniów liczba uczniów 

10 10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

4_5 28.68 

liczba pokoi liczba pokoi 


5. Pewien nauczyciel, aby wystawić oceny na półrocze, oblicza średnią aryt- 
metyczną wszystkich ocen, a następnie zaokrągla wynik do liczby całkowi- 
tej. Oceny Ani to 5, 3, 4, 4, 4, 2 i 3. Jaką najniższą ocenę musi dostać Ania 
z ostatniego sprawdzianu, żeby na koniec semestru mieć ocenę dobrą? 


6. Wykonano serię rzutów kostką — średnia liczba (120% rzutów 


otrzymanych oczek jest równa 4. Na diagramie 
przedstawiono, ile razy wypadły poszczególne lic 
by oczek, ale pominięto informację, ile razy wypa- 
dły 2 oraz 3 oczka — wiadomo, że każdy z tych 
wyników wyrzucono parzystą liczbę razy. Ile rzu- 
tów wykonano podczas tej serii? liczba oczek 


7. W tabeli podane są liczi 
tych liczb. 


i odpowiadające im wagi. Oblicz średnią ważoną 


а) |Ticzba | 2 | 3 | 5 [10| © ea] 9 | 2 | 6 | 8 | 16 


Waga | 4 |5|1)2 Waga 0,2 0,4 0.25 0,05 0,1 


8. Ocena wystawiana na półrocze przez pewnego nauczyciela jest średnią wa- 
żoną (zaokrągloną do liczby całkowitej) ze średnich arytmetycznych ocen 
z prac klasowych, sprawdzianów i pracy na lekcji — z wagami odpowiednio 
0,5, 0,3 i 0,2. Oceny Kuby z prac klasowych to 5, 4, 2, ze sprawdzianów — 4, 
3. 3,5, 2 i za pracę na lekcji — 4, 3. Jaką ocenę otrzyma Kuba na półrocze? 
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9. Na wykresach poniżej podano zużycie wody w kolejnych miesiącach przez 
rodziny Kowalskich i Nowaków. Sprawdź, czy średnie miesięczne zużycie 
wody w obu rodzinach jest takie samo. Oblicz odchylenie standardowe 
miesięcznego zużycia wody dla: 

a) rodziny Kowalskich, b) rodziny Nowaków, с) obu rodzin razem. 


Rodzina Kowalskich Rodzina Nowaków 


3] 
] 


zużycie wody [m°] zużycie wody [m 
Іва ° 


12345678 9101112 
miesiąc 


10. Na diagramach podano wyniki sprawdzianu w trzech klasach w pewnym 
liceum. Oblicz średnią ocen ze sprawdzianu w każdej klasie, W której z nich 


odchylenie standardowe ocen jest największe? 


IVa IVb IVe 

liczba uczniów liczba uczniów liczba uczniów 
8 8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
H 

123456 123456 6 


11. Pewna firma ma dwa oddziały. W oddziale I pracuje 20% osób zatrudnio- 
nych w tej firmie, pozostałe osoby pracują w oddziale II. Średnie zarobki 
w oddziale I wynoszą 6000 zł, w oddziale II — 4000 zł, natomiast odchy- 
lenia standardowe są równe odpowiednio 1000 zł i 200 zł. Oblicz średnią 
i odchylenie standardowe zarobków dla całej firmy. 
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Zestaw Il – ćwiczeniowy 


12. a) Średnia arytmetyczna liczb 14, 2,4, 15, 14, 2, бт jest równa 12. Oblicz т 
oraz wyznacz medianę i dominantę tych liczb. 
b) Średnia arytmetyczna liczb 3, 1,2,5,6,z,y jest równa 4. Oblicz z i y, 
jeśli wiadomo, że dominanta tych liczb jest równa 1 oraz z > y. 


13. Pewna firma zatrudnia 120 osób w czterech oddziałach znajdujących się 
w różnych miastach. Średnie miesięczne wynagrodzenie w I oddziale wy- 
nosi 4400 zł, w II — 4800 zł, w III — 4200 zł, w IV — 6000 zł. Na diagramie 
poniżej został podany procentowy rozkład zatrudnienia w poszczególnych 
oddziałach. 10% 

a) Oblicz średnie miesięczne wynagrodze- 
nie w tej firmie. 

b) Jak zmieni się średnie miesięczne wyna- 
grodzenie w tej firmie, jeśli w I oddziale 
zatrudnienie zmniejszy się o 25%, a śred- 
nia zarobków w tym oddziale nie ulegnie 
zmianie? 20% 


14. W pewnej firmie 20% pracowników zarabia średnio miesięcznie 7 tysięcy 
złotych. Średnia płaca pozostałych pracowników tej firmy wynosi 4,5 ty- 
siąca złotych. Oblicz średnie miesięczne wynagrodzenie w tej firmie. 


15. Podczas międzyszkolnych zawodów w łyżwiarstwie figurowym dziewięciu 
sędziów przyznawało noty za technikę i prezentację programu w skali od 0,0 
do 6,0 punktów. Nota zarówno za technikę, jak i za prezentację programu 
była średnią arytmetyczną uzyskanych punktów. Jakie były końcowe noty 
dwóch par, których punktacja została podana w tabeli, jeśli końcowa nota 
była: 


a) średnią arytmetyczną noty za technikę i noty za prezentację, 
b) średnią ważoną, przy czym nota za technikę miała wagę 0,6, a nota za 
prezentację — wagę 0,4? 


technika 50 0 52 55 50 53 51 56 
Para I 
prezentacja 4,9 50 4,8 52 54 49 50 48 50 
technika 60 58 59 60 57 5,8 5,7 59 5,4 
Para II 
prezentacja 55 58 55 59 56 58 5,9 54 59 
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16. 


[р] 17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Oblicz średnią arytmetyczną Т, średnią arytmetyczną kwadratów т? oraz 
wariancję poniższych danych. 

a) 1,4, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3 с) 10, 20, 30, 40, 50 

b) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5 d) —2, —2, —1, —1, 0,5, 5 


Wykaż, że jeżeli 77 jest średnią arytmetyczną kwadratów liczb ту... ть, 
a y? jest średnią arytmetyczną kwadratów liczb y4,... , у, to średnia aryt- 
metyczna kwadratów wszystkich tych liczb jest równ 


W pewnej klasie jest 12 dziewcząt i 8 chłopców. W tabeli podano średnie 
ocen z klasówki ze statystyki w tej klasie oraz odchylenia standardowe 
(z podziałem na dziewczęta i chłopców). 


Dziewczęta Chłopcy 
Średnia ocen 4 4,2 
Odchylenie standardowe 0,9 1,5 


Oblicz średnią ocen z tej klasówki i odchylenie standardowe dla całej klasy. 
Wynik zaokrąglij do dwóch miejsc po przecinku. 


W firmie A pracuje 10 osób, a w firmie B — 20 osób. Średnie miesięczne 
wynagrodzenie w firmie A wynosi 4000 zł, a odchylenie standardowe 
500 zł, natomiast w firmie B średnie miesięczne wynagrodzenie wynosi 
5000 zł, a odchylenie standardowe — 1000 zł. Oblicz średnie miesięczne 
wynagrodzenie oraz odchylenie standardowe dla obu firm łącznie. Wynik 
zaokrąglij do dwóch miejsc po przecinku. 


Średnie zarobki w pewnej firmie wynoszą 6000 zł, a odchylenie standar- 
dowe wynosi 500 zł. Oblicz, jak zmieni się średnie wynagrodzenie i odchy- 
lenie standardowe, jeżeli każdy z pracowników dostanie: 


a) 5% podwyżki, b) 200 zł podwyżki. 


Średnia arytmetyczna liczb x, y, 2.6,6,4,3,4 jest równa 4, a odchylenie 
standardowe jest równe 1.5. Oblicz z i y, jeśli wiadomo, że z < y. 


Wśród 10 ocen z matematyki pewnego ucznia są tylko trójki i czwórki. 


Oblicz, ile jest czwórek, jeśli wiadomo, że wariancja ocen wynosi 0,16 oraz 
czwórek jest więcej niż trójek. 


5.14. Statystyka 


Zestaw III – podsumowujący 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Średnia wyników w skoku wzwyż 12 uczniów wyniosła 140 cm. Dwóch 
uczniów skoczyło na wysokość 150 cm. Ile wynosiłaby średnia, gdyby sko- 
czyli oni o 10 cm wyżej? 


W pewnej firmie średnia płaca wynosi 4800 zł, przy czym średnia płaca 
pracowników ze stażem nie dłuższym r lat wynosi 4000 zł, natomiast 
tych ze stażem dłuższym — 4900 zł. Oblicz, jaki procent wszystkich pra- 
cowników stanowią pracownicy z krótszym stażem. 


Pewna firma ma dwa oddziały. Średnie miesięczne wynagrodzenie w I od- 
dziale wynosi 4600 zł, a w II — 5800 zł. Oblicz średnie miesięczne wyna- 
grodzenie w obu oddziałach razem, jeżeli wiadomo, że: 

a) I oddział zatrudnia dwa razy więcej pracowników niż II oddział, 


b) I oddział zatrudnia o 40% pracowników mniej niż II oddział. 


W tabeli podano miesięczne wynagrodzenia pracowników pewnej firmy. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrany pracownik z tej firmy 
zarabia powyżej mediany. 


Liczba pracowników 12 6 2 2 3 
Wynagrodzenie [zł] 3000 3500 4000 5000 7000 


W klasach drugich pewnej szkoły przepro- procent uczniów 
wadzono test sprawdzający z matematyki, 50 
w którym wzięło udział 60 uczniów, w tym 


40 
20 dziewcząt. Na diagramie podano oceny 
oddzielnie w grupie dziewcząt i w grupie 30 
chłopców. sq 
a) Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 

10 


ocena losowo wybranej dziewczyny będzie 
się różniła od średniej w grupie dziew- 
cząt o więcej niż odchylenie standardowe. 
Ile wynosi to samo prawdopodobieństwo Ddziewczęta E] chłopcy 
w grupie chłopców? 


1 23 4 EMU 
oceny 


b) Wybieramy losowo dziewczynę i chłopca. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że ocena dziewczyny będzie nie mniejsza od średniej w grupie dziew- 
cząt, a ocena chłopca — nie mniejsza od średniej w grupie chłopców. 
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*5.15. Rachunek różniczkowy 


Funkcja f: (a;b) — R jest ciągła w punkcie zo € (a;b) wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieje granica lim f(x) oraz lim f(z) = f(zo). 

[же г—20 
Funkcję f:(a;b) — R nazywamy ciągłą w przedziale otwartym (а; b), jeżeli 
jest ciągła w każdym punkcie tego przedziału. 


a;b) > R nazywamy ciągłą w przedziale domkniętym (a; b). 
jeżeli jest ciągła w przedziale (a;b) oraz: 


lim f(e) = f(a) i lim f(x) = f(b) 


Twierdzenie o przyjmowaniu wartości pośrednich 

Jeśli funkcja f: (a; b) — R jest ciągła oraz f(a) Z f(b), to funkcja ta przyj- 
muje w przedziale (a;b) każdą wartość liczbową p znajdującą się między 
liczbami f(a) i f(b). 


Powyż 


twierdzenie mówi, że funkcja ciągła ma własność Darboux. 


Z twierdzenia o przyjmowaniu warto: 
f: (a;b) — R jest ciągła oraz: 

f(a) <0, f(b) > 0 lub f(a) > O. f(b) < O 
to istnieje przynajmniej jeden argument c € (a;b) taki, że f(c) = 0. 


pośrednich wynika, że jeśli funkcja 


Twierdzenie Weierstrassa 

Jeśli funkcja f: (a;b) — R jest ciągła, to w pewnym punkcie tego prze- 
działu funkcja ta przyjmuje wartość największą oraz w pewnym punkcie 
tego przedziału przyjmuje wartość najmniejszą. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Oblicz granicę. 
2-9 


W lin 


42-5 


b) lim, 


9ш 


Oblicz granicę. 


a) lim 
) immo 
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3. Oblicz granicę. 
6x? +324 Б 22-1 ч RE 
сачы Wiki 1 BIE SFOR 


in _242*—3: 26-а Е з 
b) sm 429 +131 9 Щщ 1+zr-2z2 0 да (н BA 


4. Oblicz granicę. 


1 z-2 1 


a) Шиг 9 225 е) lim з-с; 
" 1 " z+4 a. ©+2 
b) Ша a) Im z z 0 azs 


5. Zbadaj ciągłość funkcji f. 
т+1 dlar>0 
юла “у, dla z < 0 


2 
b) Ха) = = dla x > 1 
-r+1 dlar<1 


6. Dla jakich wartości parametrów a i b funkcja f jest ciągła? 


а-т dlar<1 12 +а dlaz<2 
AU 2, a ь)/ш@={ 3 dla z = 2 
zart dla 1 > 1 — = dla r >2 
7. Wyznacz punkty, w których funkcja f nie jest ciągła. 
2- 
== ię em y4-22) 2-7 dla r <2 
a) f(x) = 1 dla z = –2 b) f(z) = 122—9 Фа2<2<7 
1 231 dla «> 7 
-, dlar=2 = 


8. Dla jakiej wartości parametru a funkcja f jest ciągła? Naszkicuj wykres 
tej funkcji i z wykresu odczytaj jej ekstrema lokalne. 


ат+1 dlar <0 212+ат dla z < -1 
а)/шф={ a dar=0 Ы) (а) = { gu 
(т-а)? dla z > 0 ma ie 
[р] 9. Wykaż, że funkcja f ma w podanym przedziale co najmniej jedno miejsce 
zerowe. 


a) f(z) = 29 — 5a? +Tr Товт, (134) b) f(z)= = _8% (-1;1) 


[р] 10. Wykaż, że równanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno rozwią- 
zanie. 
а) za —3r+1=0, (0:1) b) -z4 +41 +3=0, (1;2) 
11. Wyznacz przybliżone rozwiązanie równania z dokładnością do 1. 
а) 22 +4r-1=0 b) 2% +2=2+1= 0 
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Jeżeli istnieje skończona granica: 

lim 260-760) 

— 2-10 
to granicę tę nazywamy pochodną funkcji f w punkcie r, i oznaczamy 
/'(жо). Mówimy wówczas, że funkcja f jest różniczkowalna w punkcie zo. 
Pochodna f'(zo) funkcji f w punkcie zo jest równa tangensowi kąta, jaki 
styczna do wykresu funkcji f w punkcie P,(zo, f(zo)) tworzy z osią ОХ. 
Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie то, to styczna do wykresu 
tej funkcji w punkcie (zo, f(70)) ma równanie: 


у= /(жо) = f'(zo)(z — zo) 
Jeśli funkcje f i g są różniczkowalne w punkcie z, to: 
н (e: /(ж)) = c- f'(x), gdzie c jest dowolną stałą 
* (J(z) +9(3)) = fr(z) +g (z) 
* (F(x) — 9(z)) = f'(x) — g (z) 
* (700) (0) = f'(z) - g(z) + f(z) - g (z) 


IV _ f'ung(z)-f(z)g'(z) 
© |) © OE)? CZEK 


* (g(/(z)) = g (f(z)) - /'(т) 
Pochodne niektórych funkcji 
(o= 0) gäere — stala (2) = -4,1 eR\{0} 


(= (усл sek 
(zy =ra""",rER| {0} SA ji 


12. Na podstawie definicji oblicz pochodną funkcji f w punkcie £o. 
а) Ја) =а2 +1, m=1 e) Л) = Z, 20=2 
b) f(a) = 22°, ху = 4 а) f(r)=-2 


-2,10=1 
z: 70 


13. Sprawdź, korzystając z definicji pochodnej funkcji w punkcie, czy istnieje 
pochodna funkcji f w punkcie zo = 0. 


a) f(z) = |2z| b) f(x) = z|z| 
14. Wyznacz pochodną funkcji f, a następnie oblicz f'(0) i /'(1). 
a) f(x) = 3202 — 4x +6 с) J(z) =3⁄i⁄4 — za” ба? +z 


b) f(z) = —z3 + 4z2 — 3r + 2 d) f(z) = z° + 22° + 0,522 + 1 
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15. Wyznacz pochodną funkcji f. a następnie oblicz /'(—1)1 /'(—2). 


a) f(x) = Br — 1)(z +2) с) f(z) = (1- 4z°)(z + 1) 
b) f(z) = (2° — 4)(a* +z) 9) f(x) = (z+1)(x— 1)? 

16. Określ dziedzinę funkcji f, a następnie wyznacz jej pochodną i określ dzie- 
dzinę pochodnej. 
a) fla) = = а) faj=G+= 8) Л) = "zz" 
b) Ла) = 25: e) Ла) = ZŠ 1) Ла) = 2H -4 
c) fa)=3e-3 0) fa)= e i) fe) == + аы 


17. Określ dziedzinę funkcji f, a następnie wyznacz jej pochodną i określ dzie- 
dzinę pochodnej. 


a) f(x) = V2z(z2—1) e) fia) = Vz +222 е) f(a) = ы 


ула) = (Е dwy De 2 


18. Oblicz miarę kąta, który styczna do wykresu funkcji f w punkcie о odcię- 
tej zo tworzy z osią ОХ. 


a) f(z) =2V3x', жо = 3 с) fa) =? -6r +2, r0 =3 
b) f(z) = Vör, zo = Š d) а) = (2° — z)5, zo = 5 


2 

19. Oblicz tangens kąta, który styczna do wykresu funkcji f w punkcie o od- 
ciętej zo tworzy z osią ОХ. Podaj przybliżoną miarę tego kąta. 
a) f(e) =a? +32- 3, wo = 2 с) (a) = VIF], zy = —1 


3 
b) Ла) = ZZ: za = V5 a) fla) = (le -1)', а= 2 
20. Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odciętej £o. 
a) f(x) = 2a? —3, zo = —1 e) f(x) = za 
b) fa) = zt —6r, ry =2 0 fla) =>, m=1 
©) fla) =2r+ т, to = в) f(z) = V2z2+ 1, z = —2 


4) ла) = pW ъ= 


h) f(z) = Мтї+тї+Т7,ту=1 

21. Wyznacz równania stycznych do wykresu funkcji f w punktach jej prze- 
cięcia z osią OX. 
a) laj=e"+4 — b)f(aj=Sr-«* e) Ла) = 5 
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25. 


. Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 


a) równoległej do prostej 2л + у = 0, 
b) prostopadłej do prostej 4r +y — 1 = 0. 


c) przechodzacej przez punkt (o.- 


za — 1, jeśli wia- 
domo, że z osią OX tworzy ona kąt 150°. 


. Wykaż, że prosta o równaniu y = 2(z — 3) jest wspólną styczną wykresów 


funke A 
Ха) = = 5 i g(x) = (z —1)(x — 2)(r — 3) 


Wyznacz współrzędne punktów styczności. 


Dla jakiej wartości parametru m podana prosta jest s 
funkcji f(x) = 2 +m? 

= = kl; J y=— 
a) y = —4r Ъ) у= 52-5 с) у= 2 


zna do wykresu 


Jeśli pochodna funkcji f jest dodatnia w przedziale (а; b), z wyjątkiem co 
najwyżej skończonej liczby punktów, w których przyjmuje ona wartość 0, 
to funkcja f jest w tym przedziale rosnąca. 


Jeśli pochodna funkcji f jest ujemna w przedziale (a;b), z wyjątkiem co 
najwyżej skończonej liczby punktów, w których przyjmuje ona wartość 0, 
to funkcja f jest w tym przedziale malejąca. 

Jeśli funkcja f jest rosnąca (malejąca) w przedziale (a;b) i jest ciągła 
w przedziale (а; Б), to jest rosnąca (malejąca) w przedziale (a; b). 
Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego 

Jeśli funkcja f ma pochodną w punkcie zo i osiąga w tym punkcie ekstre- 
mum, to f'(xo) = 0 (styczna do wykresu funkcji f w punkcie (zo, f(zo)) 
jest równoległa do osi ОХ). 


Warunek wystarczający istnienia ekstremum lokalnego 

Jeśli funkcja f ma pochodną w przedziale (a;b) i f'(z) > 0 dla z € (а; 0) 
oraz f'(x) < 0 dla т € (20:0). to ma ona w punkcie zo maksimum. 

Jeśli funkcja f ma pochodną w przedziale (a: b) i f'(x) < 0 dla z € (a; zo) 
oraz f'(x) > 0 dla z € (20:0), to ma ona w punkcie zo minimum. 


Dalej ekstrema lokalne będziemy nazywać ekstremami. 
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Zestaw II – ćwiczeniowy 


26. 


28. 


31. 


Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f. 


a) f(z) =z? – 31? — 41 +1 e) f(x) = = —— 

b) (2) = —Ba* — 5x? +30x — 1 f) fla) )= 2+2 

o) Да) == +Š 8) f(x) = 8060 

d) f(x) = (422 — 9)* h) f(z) = Vz — 42 +4 
. Wyznacz ekstrema funkcji f. 

a) f(a)=a*-95+1 с) f(z ‚ш е) f(z) = 


b) fa)==-62 4) Ло) = 25, 0 Л) = а + ур 
Wyznacz największą i najmniejszą wartość funkcji f w danym przedziale. 
а) f(a)=a*-5u'+5a*—1,(-152) e) f(a) = ZS, (—з;1) 


22-4 
b) f(z) = É + © — 222 —3z, (0:3) d) se) = RA, (-1;4) 
. Wyznacz najmniejszą wartość funkcji f. 
a) f(a) = 3a" + (3r — 6)! ©) Ла) = 5+ 0+1) 
b) /(а) = Va? 22 +3 d) f(z) = Мт 2027+2 
. Wyznacz zbiór wartości funkcji f. 
а) jla=m= r b) Ла) = 9 Л) = 4 


Określ liczbę pierwiastków równania w zależności od parametru a. 
a) 213 —6r=a b) zt- 422 +3 =a 


. Określ liczbę ekstremów funkcji f w zależności od parametru a. 


a) f(a)=aa?+xr—2 b) f(x)=a*+ax?—1 с) f(z)= аа — a? 


. Dla jakiego x > 0 wyrażenie z + 2y przyjmuje najmniejszą wartość, jeśli 


wiadomo, że 6x + y — 1 = 0? Oblicz tę wartość. 


. Dla jakich x i y wyrażenie т* + у? przyjmuje najmniejszą wartość, jeśli 


wiadomo, że z + y + 3 = 0? Oblicz tę wartość. 


. Jakie wymiary powinien mieć prostokąt о polu równym 18, aby jego obwód 


był najmniejszy? 
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36. 


37. 


40. 


4 


42. 


Wyznacz najmniejszą wartość sumy długości przekątnych rombu o polu 
równym 50. 

Na kole o promieniu 2 opisano trójkąt prostokątny. Wyznacz wymiary 
trójkąta, dla którego promień koła na nim opisanego jest najkrótszy. 
Jaką największą objętość może mieć graniastosłup prawidłowy, jeśli suma 
długości wszystkich jego krawędzi jest równa 36, a jego podstawą jest: 

a) trójkąt, b) czworokąt? 


. Z drutu o długości 720 cm zrobiono szkielet akwarium w kształcie pro- 


stopadłościanu, którego długości krawędzi podstawy są w stosunku 1:2. 
Wyznacz wymiary akwarium o największej objętości. 


Pole powierzchni całkowitej prostopadłościanu o podstawie kwadratowej 
jest równe 24 cm2. Jakie wymiary powinien mieć ten prostopadłościan, 
aby jego objętość była największa? 


Uczeń miał rozwiązać następujące zadanie: 
„Obwód trójkąta równoramiennego jest równy 8. Dla jakiej długości boków 


trójkąta objętość bryły powstałej przez obrót tego trójkąta dookoła jego 
osi symetrii jest najwięk: 


Początek rozwiązania podanego przez ucznia przedstawiono w ramce. 


Mamy 2a + 2r = 8, 
stąd z = 4 — r, gdzie r € (0;2). 


V(r) = imr*y(4— r)? inr’ yi6- 8r 
czyli V(r) = 1ту/1бг — 8/5, gdzie r € (0;2). 


Dokończ rozwiązanie zadania: 

a) analizując znak pochodnej funkcji V, 

b) rozpatrując funkcję pomocniczą f(r) = 16r* — 8r”. 

'Tworząca stożka ma długość 12. Wyznacz objętość stożka jako funkcję jego 
wysokości z i podaj dziedzinę tej funkcji. Dla jakiej wartości z objętość 
stożka jest największa? 
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Zestaw III – podsumowujący 


43. 


[р] 44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = gy i prostopa- 
dłej do prostej przechodzącej przez punkty A(9,0) i B(0, —1). 


Wykaż, że styczne do wykresu funkcji f(x) = =$, т Z 3, poprowadzone 


w punktach jego przecięcia z osiami układu współrzędnych, są równoległe. 
Oblicz odległość między tymi stycznymi. 


Prosta o równaniu у = 1 jest styczna do wykresu funkcji: 


Aa А 
Ла) = S= + cos2a — żsina 


w punkcie o dodatniej odciętej. Wyznacz a, jeśli a € (0; z). 


y 


Dane są funkcje f(z) = 122 +a i g(z) = 1. Dla 


jakiej wartości parametru a styczne do wykresów 
funkcji f i g w punkcie ich przecięcia są prosto- 
padłe? 


Funkcja f(x) = = (rysunek obok) w punk- 
cie A osiąga maksimum, a w punkcie B — mini- 
mum. Wyznacz współrzędne punktów A i B oraz 
równanie prostej przechodzącej przez środek od- 
cinka AB i równoległej do stycznej do wykresu 


funkcji f w punkcie o odciętej równej 2. 


Punkt P(1, —2) należy do wykresu funkcji f(x) = 250-1, b Z —1. Stycz- 
na do tego wykresu poprowadzona w punkcie P jest prostopadła do prostej 


За +y+5=0. Oblicz a i b. 


Wyznacz równanie prostej przechodzącej przez punkt P(3, 4) i ogranicza- 
jącej z dodatnimi półosiami układu współrzędnych trójkąt o najmniejszym 
polu. Oblicz pole tego trójkąta. 


Dany jest trójkąt o wierzchołkach A(0,0), B(6,0) i C(x,y). Wyznacz 
współrzędne punktu C tak, aby pole trójkąta ABC było największe, je- 
Śli punkt ten należy do wykresu funkcji f(x) = 255 oraz z € (—2;1). 
Oblicz pole tego trójkąta. 


Wyznacz współrzędne punktu P należącego do wykresu funkcji f i leżącego 
najbliżej prostej z — y + 2 = 0. 
a) уа) =1- 2 къ да) = 27 
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52. 


57. 


. Suma długości ws; 


W okrąg o promieniu 1 wpisano trójkąt równoramienny. Niech т oznacza 
odległość środka tego okręgu od podstawy trójkąta. Dla jakiej wartość 
pole trójkąta jest największe? Oblicz to pole. 


. Oblicz największą możliwą objętość walca, którego przekątna przekroju 


osiowego ma długość 6. 


Długość boku rombu jest równa 4. Wyznacz długości przekątnych rombu 
tak, aby objętość bryły otrzymanej z obrotu rombu wokół jednej z prze- 
kątnych była największa. 


Powierzchnia metalowego zbiornika w kształcie walca bez pokrywy wy- 
nosi 47 m?. Wyznacz wysokość pojemnika o największej objętoś 


zystkich krawędzi prostopadłościanu jest równa 40, a jego 
pole powierzchni całkowitej jest równe 64. Wyznacz najmniejszą możliwą 
objętość tego prostopadłościanu. 


Namiot ma kształt graniastosłupa prawidłowego trój- 
kątnego (rysunek obok). Pole powierzchni całkowitej 
namiotu (łącznie z podłogą) jest równe 18/3 m?. Dla z 
jakiej długości krawędzi z € (2:3), podanej w me- 

trach, objętość namiotu będzie największa? га 


у 


Objętość graniastosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa 16. Jakie 
wymiary powinien mieć ten graniastosłup, aby jego pole powierzchni cał- 
kowitej było najmniejsze? 


Krawędź boczna ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość a. 
Wyznacz taką wysokość ostrosłupa, dla której jego objętość jest najwięk- 
sza, i uzasadnij, że kąt między przeciwległymi krawędziami bocznymi jest 
rozwarty. 


. W trójkącie równoramiennym ABC (rysunek poniżej) na wysokości opusz- 


czonej z wierzchołka C obrano punkt P taki, że suma |AP| + |BP|+ |CP| 
jest najmniejsza. Oblicz długość odcinka C P. 
a) c b) с 


А 60 В А 30 В 
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Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań 


1.1. Reguła mnożenia 
С]1. 260 

2. a) 36 b) 56 

3. a) 32000 b) 518616 c) 456976000 


i aż, 
kostka 


4 6 zielona 


A AA. 


1231 


Możliwych jest 9 wyników. 
ü к” 
H 6 

ZS у, 

A AAA 


ro ro ro r 


мойнун jest 8 wyników. 

m1. 1600 

2. 82944 

3. 72 

4. liczb parzystych: 108, 
b większych od 500: 72 
a) 625 b) 500 
a) 90000 b) 9000 
a) 540 b) 720 


a) ооо, oor, ото, отт, тоо, тог, rro, rrr 


lic 


asm 


dziesięciokrotnego: 1024 
10. b) 9 e) 3 


1.2. Permutacje 


7359, 7395, 
9357, 9375, 9537, 9573, 9735, 9753 
2. a) 4 b) 8 e) 12 


HM 306 Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 10-21 


11. trzycyfrowy: 


e 


. a) 5 b)42 e) z d) 10302 e) n+1 
f) вп? +3n+2 h) = 


4. a) 720 b) 5040 с) 3628800 4) 479001600 


1. a) 120 b) 720 


2. a) 362880 b) 3265920 

3. a) 96 b) 72 

4. a) 120 b) 360 

5.a) 4 b)5 c) 8 d) 10 

6. a) 7 b) 11 lub 12 

т. a) 24 b) 120 

8. a) 5040 b) 10320 

9. a) 362880 ы 2880 с) 4320 

10. a) 56 b) zę 9 35 d) 120 e) 5 
f)75 g) 2 h)Z i)n*-5n+6 
Jnż+n kn? 1+2 

11. a) 5 b)3 

12. a)n=8 b) n=6 c) n = 
d)n=8 e)n=4 f)n=2 

15. a) 3 b) 7 c) 24 

16. a) 2 b) 9 c) м 


P 


Permutacje z powtórzeniami 
1. a) 210 b) 30240 
2. a) 16800 b) 12600 


1.3. Wariacje bez powtórzeń 


[C] 1. a) 360 b) 358800 


3. trzycyfrowy 4, 
czterocyfrowych: 3024 
4. 320 


czterocyfrowych: 120 
2. a) 2520 b) 840 
3. a) 5040 b) 840 
4. 180 
5. a) 360 b) 1320 
6. 


zpelniąśących podany: wannak 4420 


т. 18480 
8. a) 210 b) 5040 с) 56 
d) 1680 e)n f) n! 


1.4. Wariacje z powtórzeniami 


1. a) 16 b) 15625 


2. 11881376 
3. a) 100 b) 1024 

‚ а) 729 b) 512 с) 343 d) 4458 

2. a) 1000 b) 9000 

3. a) W < W£ b) W? < Wẹ 

5. a) 19683 b) 729 

6. a) 10° b) 61° 

8. a) 32 b) 2048 e) 2" 

9. a) 162 b) 118098 e) 2-37" 

10. a) 216 b) 720 e) 36 d) 324 

11. a) 38000 b) 43299 c) 3125 d) 86875 
12. tyle samo 

13. n=10 

14. a) 64 b) 125 

15. 417 


1.5. Kombinacje 


@1. k=1: {т}, (0), {2} 
к= 2: {x.y}, (0,2), (v,2) 
k=3: {2,0,2} 

(12, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,3}, 
{2,4}, 12.5), {2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, 
{4,5}, {4,6}, {5,6}; 

{2,3,4,5,6}, {1,3, 4,5,6}, {1,2, 4,5,6}, 
{1,2,3,5,6}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,4,5} 

3. a) 1,4,6,4,1 b) 1,5, 10, 10, 5, 1 

6. obie na 35 sposobów 

9. a) af + 6a”b+ 15a*b* + 20a*b* + 15а26* + 
+ Gab" + b° 
b) aë — 6a5b + 15a*b* — 20a*b* + 15a2b + 
— ба? + b° 
с) aë + 8a7b+ 28a5b2 + 56a*b* + 70a*b* + 
+ 5ба®Ь® + 284219 + Sab" + b° 
d) a° —8a7b + 28a*%* — 56a*b* + 70a*b' + 
— 56a*b* + 28025 — Sab” + B° 


21. a) 56 b) 28 ce) 45 d) 120 e), f) 165 


g) 12 h) 220 i),j) 1 k) 5050 1) 5151 
2. a) {a,b}, {a,c}, {а,4}, {b,c}, {b.d}, 
{с.а 
{a,b,c}, {a,b,d}, {а,с,4}, fb,c,d) 
b) {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, 
{1,3,4,5}, {2,3,4,5} 
3. а) 66 b) 495 
4. a) 1260 b) 960 
5. a) 15 b) 280 
6. a) 45 b) 11 
Т. 150 
8. a) 120 b)n=9 
9. czworokątó 
wszystkich wielokątów: 42 
10. trójkątów: 70, czworokątów: 60 
11. a) a + da*b + Ga”b* + dab* + b* 
b) a* — da*b + ба?ь? — dab* + b* 
€) а? + Та% + 21a"b? + 35a*b* + 35a*b* + 
+ 21a7b" + 7ab" + b7 
d) a” — 7a*b+ 21а®Ь? — 35a*b* + 35a*b* + 
—2la?b" + Tab" — b” 
12. (a +b)? = a” + 9a*b + 36a7b* + 84а + 
+ 126a*b* + 126a*b* + 8da*b" + 36a7b7 + 
+ 9ab* + b”, 
(a +b)” = а!0 + 10a%b + d5a*b? + 
+ 120a7b* +210a*b* +252a7b" + 210005 + 
+ 120a*b" + d5a*b* + 10ab* +b 
13. a) 28 + 16V3 b) 68 — 18y2 
€) 232 + 164V2 d) уЗ — 76 
14. а) zt + da” + 6z2 +dr+ 1 
b) 2* — Ba” + 24x? — 32x + 16 
с) 16r* + 3223 + 24r? + 8r + 1 
d) 162 — 161° + 622 — r + $ 
е) 25 + 10:1 + 402° + 8022 + 80л + 32 
f) 322° — 80r* + 802° — 4022 + 10x — 1 
g) 2° +6a7 + 15т* + 2013 + 1522 +60 + 1 
h) zê — 1215 + 60z* — 160x" + 24022 + 
— 192x + 64 
15. a) 8 b) —56 c) 3584 d) —21 
e) 128 f) —160 g) 160 h) —28 
18. 126 
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16. Kombinatoryka — zadania 
С]1. a) 10 b) 9 

2. 6556 

3. a) 36 b) 56 

4. a) 10 b), c) 220 d) 
[Z)2. pięciocyfrowych: 7560, 

sześciocyfrowych: 30240 

3. 78 

4. a) 81 b) 720 

5. a) 7140 b) 9660 

6. a) 36 b) 6 

7. a) 21 b) 16 e) 13 

8. b) 144 

9. a) 8709120 

b) 4838400 

10. a) 252 b) 32 e) 220 

11. 17520 

12. 3360 

14. 37837800 
21, liczb: 2053230379200 
16. a) 28513 b) 255 
17. a) 1656369 b) 3421322190 
18. a) 847704 b) 2221968 
19. 62403588 
20. tak 
21. 77 = 823543 


Dwójkowy system liczbowy 
1. a) 11 b) 26 c) 171 d) 1025 
2. a) 11111) b) 1001002 

€) 10011102) d) 10010110, 
| a) 100042) b) 1001102) 

©) 1110112) d) 1110100142) 
4. a) 512 b) 84 


1.7. Zdarzenia losowe 
E]1. a) Q = (12,13,21, 23,31,32} 
b) 9 = (11,12, 13, 21, 22, 23, 31,32,33} 
2. A= {(1,1), (1,2), (2,1)}, 
B = {(2,5), (4,5), (5, 2). (5,4), (5.6), 
(6,5)} 
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3. A= f(r.r.0,0).(r.0,1.0), (r.0,0,r), 
(,r.r.0),(0,r.0,1),(0.0,1.r),(r+0;0,0), 
(0.r,0,0), (0, 0, r.0), (0,0,0,r),(0,0,0,0)), 
В = {(r,r,0,0), (r,0,r,0), (туо, о, г), 
(о,т,г,о), (о,г,о, т), (о,о,т,т)} 


e 


. zdarzenia wykluczające się: A i D, Ai E, 
вір, сір, Ci E; 
zdarzenia przeciwni 

(0,6,6), (6, 


AiE,BiD 
6), (6,6, 5)}, 
2), (1,1,3), (1,1,4), 
(1,2, 1), (1,2, 2), (1,2,3), (1,3, 1), (1,3,2), 
(1,4,1), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 1,3), (2, 2, 1); 
(2,2,2), (2,3, 1), (3, 1, 1), (3, 1,2), (3, 2, 1), 
(4,1,1)), 
(1,6, 6), (2,3,6), (2,6,3 
). (3,4,3), (3,6,2), (4, 
).(6,3,2), (6,6, 1)} 
. pewne: D, niemożliwe: A, B,C 


= 


|. Żadna nie zachodzi. 
. b) AU B = (1,2), (1,4), (2,4), (3,2), 


(3,4), (4,1), (4,2), (5,2), (5, 4)}, 
ANB=BNC=ANBNC=((1,4)) 


F 


1.8. Prawdopodobieństwo klasyczne 
Oi. a) $ b); 
2.a) Ы 


3. a) s b) jez c) m d) i 


10. а) 12 У na I loterii 


п) ыш 


13. а) БЫ b) gz 
14. a) zz b) 555 
15. a) же 
16. 1 


—198_ o) 263764 q) 15229 
b) mora ©) 9098 d) GHS 


|. Własności prawdopodobieństwa 
a) É b) тс 
P(B)=Š 


k РОА) u 


© Ый 
Bi. а); Ь)0 
. a) 0.05 Ъ)0,25 
ка) b) 

. a) nie b) tak 

6. nie 

8. P(A)= 5, P(B)= 1 
9. a) 0,67 b) 043 

10. 0,4 

11. a) 0 b) Z 

12. P(A'UB" 
м. P(A'U B’) 


1.9. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 91 
1, 
2. 
4. 
5. 


H, P(A'NB') 
, P(A'NB')= 


Rozkład prawdopodobieństwa 


1.5 

d- EWETEJESE 
„MKAKAKAKAE: 

за 
|1 [2 |[ з [а [5 
ЕДЕ ЛЕЛЕЯЕ: 


4. rozkład ucznia A 


1.10. Prawdopodobieństwo warunkowe 
E1. a) $ b)ż е) 

x. ab, OE 

3. a) żę b) c) ç 

5. P(A|Bi) = 5, P(A|B>) = £ 
B1. a) $ b) š 

2. a) 5 b) 5 

за) b) š c) + 

4. a), b) i 


а-а 


b) 5 ©)1 
) 


9.a)z b); 
10. a) 2 b)1 c) d) 3 
12. a) 0,3 b) c) 1 à) š 
Zdarzenia niezależne 
4. a) tak b), c) nie 


1.11. Prawdopodobieństwo całkowite 


2 
* 20 
2.а) 7 b) Z 
3. a) 0,021 b) 0,996 
BL š 
2. 0,7 
3. 0,032 
4. 0,56 
5. przy trzecim 
6. m:n=24: 
=4 
8. w jednej urnii 
w drugiej urnie: 98 losów przegrywa- 
jących 
9. 0.52 


10. Шэ 


25 


2 losy wygrywające, 


1.12. Wzór Bayesa 


@ а) b) 

За)? b) š 

4.a) z b) r ©) 37 
Øi # 

2. gt 

3.a) š b); 

4.2 

5. a) $ b) š 


1.13. Doświadczenia wieloetapowe 
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7. 3 lub 4 
8.5 
9. P(A) = 


P(B)= 


P(C) 
10. 0,936 
П. a) į b)z = 
12. 3 lub 6 
13. 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
М. a) 6< n < 12 b) 6 <n <33 
15. a) 03 b) È 


1.14. Schemat Bernoulliego 
a) į b) ë 


3. trzech partii z pięciu 

a), b) 0,375 

2a) 5 b) B 

3. Sn 4 DU 
s) n>10 d) n > м 

4. a) ŻĘ А g 

М a з p) із 


zas b) Zi 
е 1225 


т е 96° ~ 0,815 
b) 1— 0,96% чш 185 


8. P(A) = (3)™ = 0,0173, 
P(B) = 1— (2)' = 0,9827, 
P(C) = 0,104 

9. nie 


10. а) 5 b); 
11. a), b) żę е) 0,96844 


12. 
9 "EUEJEJENE 
i 
й||%|®|1ї1]|# 
b) ж 
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° 


1.15. Wartość oczekiwana zmiennej losowej 


82. 8 2 [з [а [5 [е 
ajili 
2a [7] 2 4|s|e|7|8 
|| 8 |ie| 4 || 3 | 
УЭ [3[4[5]6 
„JKSKAKIKAK: 
3. b) 5 zł 
4. b) 147 
1. a) —5 zł b) 75 zł 


2. a) 30 b) 108 
. a) w pena b) 20 z 
| a) -Ę zł b) 5 zł 
ЯС] айю 13888889 zł 
b) około 9835888 zł 
с) około 3,64 zł 
6. a) 14,4 cm 
202 + 2V3 + 9V7) cm? 
+3V2+ V3) cm 
b) (3 + 3V2 + V3) cm? 
1.16. Zagadnienia uzupełniajce 
1.a) } b)} c) E 


* 
3 b) š ©) 


я Р е 


2. 
3. 
4. 
5. 


Zestaw powtórzeniowy I 
1. a) 0 b) 12 

2. а) 300 b) 320 

3. a) 8 b) 360 

4. a) 10080 b) 2880 

5. A 

6. a). b) 


sa 
65 


8. а) b) 3 

9.a) š b); 

10. tak 

П.а) b) Š 

12. a) Ë b) 0,5 

13. a) Sposób rozmieszczenia kul nie ma 
znaczenia. 


b) w jednej urnie: wszystkie kule białe, 


w drugiej urnie: wszystkie czarne 
14. 20 

u 
15. B 


16. P(A|B) = 4, P(B|A) = š 


B, P(C) = R 


ams 
8. a) ы b) BS 


12. a) P(A|B) = š, P(A|B')=1 b) š 
13. a) è b) 1 

мат ЫН 

15. a) È b) 5 

16. 22,50 

17. 1,875 


Zadania testowe 
LC 2.D 3.D 4С 5.B 
6C Т.А 8.A 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 
L n=5 
2. 192 


3. бз ë 


Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 


1. 447 
4 


2.1, Proste i płaszczyzny w przestrzeni 
1. a) BOCyB, b) ABB;A, 
2. Wzdłuż prostej I przecinają się płaszcz 
zmy P, i Ра. Wzdłuż prostej k przecina; 
się płaszczyzny P i Ра. 
3. np. A, By, Ci 
4. SC, SD 
5. a) BB, СС\, DD, 
b) AB, BC, CD, AD, A,B, BG, 
Си, Ауру 
. B i Ci, Bi Dy, Ci By, Ci Di, 
Di By, DiC 
т. AD, А.р, ВС, BCh; nie 
8. n 


je 


1. a) proste równoległe: ВС\, ADı, 


proste prostopadłe: BE, AB, AE, CF, 
DC, DF, В.Е, АВ), A+ Ex, Ci Fi, 
рас, D4Fi, ЕЕ, В\С, AD 
b) proste równoległe: Bi F, AC, ВЕ, 
proste prostopadłe: Dı Bi, C1 E1, DB, 
CE, AA, BB;, СС\, DD4, EB), ЕР, 
D.B. B. D. O) E, ЕС 

2. а) D.B. b) AD; c) C1B d) АВ 
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4. M, P i Q — środki krawędzi sześcianu 
odpowiednio A, Bi, CC, i CD 
a) np. МС b) np. MQ c) np. MP 
5. a), b) nie €) tak 


2.2. Graniastosłupy 
(1. 768 cm? 
2. graniastosłup trójkątny: 5 ścian, 
9 krawędzi, 6 wierzchołków; 
graniastosłup czworokątny: 6 ścian, 
12 krawędzi, 8 wierzchołków. 
graniastosłup sześciokątny: 8 ścian, 
18 krawędzi, 12 wierzchołków 
3. a) tak — graniastosłup siedmiokątny 
b) nie — liczba krawędzi graniastosłupa 
musi być podzielna przez 3 
4. a) 2,6 cm b) 3,6 cm 
5. буб em 
6. a), b), d) tak c) nie 
{7]1. a) 528 cm? b) 6(16 + 11Y3) cm? 
2. a) 20 cm b) 15 em 
3. 288 cm? 
4. a) 18(10+ V3) b) 16(7 + 3V2) e) 180 
5. a) 2(6 + V3) cm? b) 24 em? 
с) 12(2 + V3) cm? 


Te 


2.3. Odcinki w graniastosłupach 

81. 770 cm? 

2. a) 18(V3 + 12V2) ст? 
b) 9(3у2 + į v3) cm? 

. 32/7 cm? 

. a) przekątne ścian: V106, 13, 1 
przekątna prostopadłościanu: 5/10. 
b) przekątne ścian: 10, 3y/29, 1 
przekątna prostopadłościanu: 5V13 
6. сова = ©, a = 35° 

[Z] 1. a) 50(1 + ŻV3) cm? b) 50(1 + 2V3) cm? 

с) 50(1 + 2V2) cm? 
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14. 


a) Scm b) 8V2 cm c) 8 cm 

160 

|BE;| = 4V5 cm, |BD;| = |В = 8 cm 
325 УЗ em? 

2(V5+ 2) cm 


. 516 cm? 


Кез 
EJ 


|. 6\/23а? 


n=8 


2.4. Objętość graniastosłupa 


81. Р, 
2. 0,125 dm* 
3. VA = 30 cm, Va = 50 cm° 
4. a) Za? b) SBa 
5. а) I80V3 ст? b) 12 cm? 
6. 78 m* 
{7]1. а) 84V3 сш? b) Sa tiga 
2. a) 112 cm? 
b) d° сова Y=cos2a, a € (45°;90°) 
3. 1 =14cm 
4. И = 1500 cm, V = 4500 em 


‚ V, = 13500 ст? 


0,45 m 
. (2V3 – 3)a* 

SUE 

. d cos? З іп sina 

А - nie, B — tak, V = 96/3 
krawędź podstawy a = 6 cm, 
wysokość graniastosłupa H = 1,5 cm 


Graniastosłupy pochyłe 


1. 
2. 


a) żv6 b) зау са 
а) 274/5 cm? b) 12,29 cm? 


2.5. Ostrosłupy 


2. 


3. 
4. 
5. 
6. 


a). e) nie 

b) tak, Р. = 4(1 + 22) 
4(3 + УЗ) cm? 

10У3 

36(1 + V3) сш? 

a) 253 cm? b) 42 cm 


‚ 64+ ZYB 

h = МУП cm lub h = v39 cm 

360 cm? 

8(3 + V3) cm? 

. 33 (3 + V73) cm? 

. 2V3 cm? 

8. 2h? tg Za 

9. H =44/3(1+ V3) 
P. = (V3 + V6+3V3) 

10. 12(4\//3 + 9/2) cm? 


11. pozostałe krawędzie: a /2, а\/2, a /3; 


P. = a?(2+ VÀ) 
12. cos XSAB = cos XASB = 2⁄2, 
cos XABS = £ 


2.6. Objętość “ian 
01. и = $ 
2. a) 228 b) 864 


з. P,=P+2VP,V = 4P h -4P 


5. а) 256V3 ст? 


6. а) SEE b) 


8, V, = 212 em? 


b) 2304V3 cm? 


үг] DIE: 
7. а) 18/5 ст? b) 36/3 cm? 


[Z] 1. a) 180 ст? b) 80V3 cm e) 120V3 ст? 


2. 36\/2 ст? 

3. 192 /119 ст? 

4. Sa” ctga 

5. 45y/Stga(l = ша) 
в. 19002 cm 

т. эю 

8. 54/3 cm? 

9. a) аг b) 2V3(140 + 992) ст? 


3 182 сш, 
= A= (зу – 


4) ст? 


2.7. Twierdzenie о trzech prostych 
prostopadłych 


©] 1. a) AD, ВС 


b) AC, А.С, ABı, CB;, AD, OI D 


@)3. b) 48 


4. a) AD, BC, EF b) AC, DF c) BF, CE 


d) AB, AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE, 


ВЕ, CD, CE, CF, DE, DF, EF 
5.3 

7. tak, AC; L ВР, AAC L Вар 

8. 3V3 cm? 


2.8. Kąt między prostą a płaszczyzną 


(1. 30°, około 27° 


2 3⁄2 2⁄2 
- Чо. 5 


3. Ута a 


тва 


d4/1- ż sin? a 
5. a) £ b) ZE 
x b) SE 


F 


э 


(81. a) 60° 


s. 
“ э, 
усе 
= 
Sam 


> 
2 


= 


я 
5 
== E" 


= РУР tga 


8. 5 


sin $ tg 8 


2.9. Kąt dwuścienny 
b) 108° e) 120° 
2. а) b) ZE 
3. а) 30° b) 9/2 cm" 
1 
15 


BYS 
5. SE 


Та 


(21. 90°, około 74°, około 16° 


2. ет 


3. 9 około 18 b) - 


10. -=$ 
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2.10. Przekroje prostopadłościanów 2. Pe = 32/3 cm?, V = # V3 сш? 
G]1. a) ża? b) 58° 3. Р. =64V3 cm, V = 853 cm? 
2. a) 18Y3 b) уЗ 4. 72 em 
уз ANĄ 
3. a) ©З b) GE s 
4. a) 13,5 cm? b) 186 cm? 3 
c) 24( v6 — 1) cm? N Е 
в. ИТ шз 7.a)4 b)3 c) 2 
285 a 
i з 8. nie 
9. 7(1 + ŻV2) cm? 
eta 10. 3(V2— 1) cm 
21. е = Zestaw powtórzeniowy I 
2. a) 12V3 b) 185 5 
l.a)2 b)4- £ c)2-V3 
3. сова = ЗТ, р = үт R 
r 2. Р. =12(V3 +2), 


4. 128 cm? 
5 P = 382 y= sat 
6. 67,2 ст? 


= 2(5 + 3V3) 
. a) P, = 12(3 + 2V3), V = 12/3 
b) Р. =9(2+ V3), V =3V3 


e 


TWE e) Р; = 54(2 + V3), V = му 
Przekroje innych graniastosłupów 4. 0,61 
1 38 5. (Ср = У, |CE| = |ЕЮ\| = š, 


v6157 — Заї 
1ау1657 — Зат 6. -} 


2.11. Przekroje ostrosłupów Шш 22 
ad 1 Б 
81. a), b) 9YZ cm? с) Тс? 8. 1 PcosaVPsina lub 


уз < = 
2. a) 9VTI cm? b) 9V5 cm? 4 p /Psina(1 — 2sin”a) 


2 125/2 
з. 5V5 ст? 9. 20 


Zestaw powtórzeniowy II 


1. Р. = 18(V3 +3) cm?, 
V = 27/3 ст? 
2. V = У®р%(1-— сова) V2cosa = T 
3. 242 
т. 55 4. a = 90°, 8 = 55° 
8. 4(V3 + V15) 5. VZcosa 
2.12. Zagadnienia uzupełniające 6. 288 ст? 
1. do uzupełnienia kolejno: т. 9/6 cm? 
czworościan: 4, 6, 4, 8. h2(VB— 1) 
ośmiościan: 8, 12, 6, 
dwunastościan: 12, 30, 20, Zadania testowe 
dwudziestościan: 20, 30, 12 LD 2B ЗА 40 5.C GA Т.А 
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Przed obowiązkową maturą z matematyki 
1. 4V5 ст 

2.4 

3. 2(3 + УЗ) cm? 

4. 186Y3 ст? 

5. 64/2 

6. 162/15 ст? 

т. 2506 cm? 

8. 3(16 + V219 + VIT) сш? 


Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 
1.43 
Moj 
Ej 
|. 600 cm? 
45° 
ау Fa 


6. ka /Actg2 $ 


T. krawędź podstawy: 
krawędź boczna: 


esr 


в. FE 
3.1. Walec 
[6] 1. b) 10r(7 — 3V5) cm? 
2. 727 cm? 
3. 18z(3 + 2V3) cm? 
4. a) 1287 cm? b) 72m cm? lub 967 ст? 
5. a) 1287 сш? b) 243m cm? 
[2] 1. a) Р. = 9л(# + v3), V = Str 


b) Р. = Sz(1 + 23), V = 16V3r 
с) P; = 1087, V = 108VŻw 
a) 3207 cm? b) 13099 cm? 
c) 32r(6 + уб) cm? 
3. Pp = 1967, V = 27447 
4. V = 2887 cm”, Р. = 1767 cm? lub 
V = 6487 ст, Р. = 3067 em 


т. ZS 


8. a) 5/2 
ak 


= 


< 


b) таво (тшту) 


p 


10. 4/ h lub 44/1 
п. & шь 253 

13. 
14. a) 45(87 +3V3) dm? b) 135(37 +2) dm? 


je 


3.2. Stożek 
2. P,=4m,P, 
3. 240° 

4. 90° 

5. a) 4327 сш? b) 1007 cm? 
6. 

T. 

1. 


x = 16r 


. a) SKA cm” b) 30° 

b) 16z(25 + 1) 

/ = S= 35 cm* 
= 72r V3 ст? 


а) 322, cm? 


21. 


Bin ст? 
В1т cm?, V = 817у7 ст? 


2. а) 72° b) 25 cm? 
a) Р. = (1+ V2)rS, V 


fns VS b) 60° 
= Зл(уб — V2) ст? 


6. 1,57 1, 2001 em 
Т. a) P; = 3367, V = 672т 
b) P; = 18r(3 + V3), V = 54r 
e) Р. = 16,87, V = 9,67 
8. Zdr em? 
9. а) 807 cm? b) dr(24/29 + VAT) em? 
11. a) 30° b) 3y58 
12. 96 ст? 
13. а) 2807 b) 3337 


Linie geodezyjne 

1. a) 2V/922 + 16 
b) 2ydr7 + 4 

2. a) 12V3 b) 6v7 

3.3. Kula 

. a) 5lr cm? b) 3 cm 

2. a) $ b) sË 

3. a) P = 9z сш, V = ĝa сш? 
b) P = 127 cm”, V = 4V3z сш? 
с) P = 32z сш? V = Hr сш? 
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“БТ: [= [2 [ә] 2% 
1 
P| 144r | зөт | 256х | 16r |3247] S *) 16r b); 
| 3088, | 32 6. R= 50, H = 53 
у | аввл | зот |88 #х 0072) © neta 
аш 
21. a) Р = 192т cm”, V = 256z/3 cm" 8. 60° 
# 2 
ау ааг sa =n 
e) P = Мит em”, оул 


2. (V55 — 4v3) em lub (V55 + 4v3) cm 
3. a) 108\/3т b) 15m 
4. a) 167 cm? 


12. a) 4zS(3 — 2V2) 
b) 4rS(TV3 — 12) 


А 
b) 3V3 cm lub Зуб cm — A 

5. a) o 9007 cm? b) o 7007 ст? EE o 

w 15. (еы) =j 

9. a) 9,6т em b) буЗт em 3.6. Bryły wpisane w kulę 

10. a) żry5 cm b) 6r cm Øn a) Roj cm? b) 8 cm? 

п. уЗ 

12. 45т cm*, 2437 сш? 


3.4. Bryły podobne 


ø. 


3. a) 14407 b) 727 m 67 


3. Va = 288 cm?, 1:4 4. a) 6/3ст b) ттт 
4. m cm*, 267 cm? 5. a) 5Y2—7 
[Z]1. a) nie b) tak b) (26V3 — 45) 
2. a) 9 em 6. а) 23,04 b) 2а 
3. a) 2:3 b) 1:2 c) 3:4 d) 4:1 т. 26 ць 572 
4. a) Z b) z ©) 5 в. Aa 
5. 002-1) 9. ë 
7 = Lrh(R2 2 
е 8 kaka М KOKA 3.7. Inne bryły wpisane i opisane 
т. 427 em, 371 cm? 181. a) 1087 em b) 2:1 
2. a) 27z(2 — VŽ) V24 у? em* 
Zasada Cavalieriego b) 327 V5 ст? 
1 V=grh* 3. a) 1227 b) 9z(3 + 2/3) 
3.5. Bryły opisane na kuli а. Er 
(C|. a) 367 cm” 21. $ 
b) а = 60°, V = 96 cm? 2. 4r 
2. a) 2V3 b) 3(V2- 1) 3. a) 1257 сш? b) 207 cm* 
з. eea 4. 367 
1. a) r = 3, V =36r 5. 50r(1 + УЗ) 
b) r = 55, у = 26 6. 120 
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[И 
8.2 

9. 2⁄6 p° 

10. 2000 

3.8. Zagadnienia optymalizacyjne 
.r=h=2em 

2. r = ЖЭШ dm, h = 122 gm 

3. r= И cm, h = £ Vl cm 


4. 16z/3 сш? 
01. 44/7 dm? 


2 h=  т=үё 


6. таті 
Т. H = 16 cm, r = 82 cm 
8. Мт cm? 


9 em, podstawa: 6 cm 


9. 22,21 


10. ramię: 6 cm, krótsza podstawa: 4 cm 


3.9. Zagadnienia uzupełniające 


1. a) 60 b) 108 e) 8 

2. a) V = 36m, Р, = 24т 
b) V = 807, Р, = 16V10r 
с) V = 96z, P, = 48т 

3. a) P = 36z, V = 367 
b) P = 12z, УЗт 


с) Р = 40т, V = $ VO 
4. а) 22 +y’ +22 < 16 
b) a? +y? +z? < 81 


Zestaw powtórzeniowy I 


ы 
9.2 
10. 2(2 — V2) 


š 
6. 16 lub 16VV5-2 
тэ 
8. Ssin*a(1 — sina)? 
9. a) 2/32 b) EAr 
м 
- $ 


Zadania testowe 
LA 2B 3.B 4.C 5.B 6.A Т.С 
8.A 9С 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 


2. VI5 
з. 9\/Зт ст? 
4. 180V5r сш? 
5. 10 szklanek 
1. 4327 cm° 
8. 527 cm? 

9. 477 cm 
Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 
1. 24(9 — v3) 


2. зол, 


Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 165-176 


317 awa 


— 


5.1. Liczby, zbiory i wartość bezwzględna 
1. np.a) 2719 b) 37% e) (3) 
4) (4)? e) (ZY? f) (09) 
2а) 5 b) 2 e) E 
dF e) рж 
3. a) 33-10!° b) 5-109 е) 5.10719 
d) 3-10 e) 18-107? f) 7-107 
4. a), ©), d), e), f) tak 
b) nie 
. a) 2 b) —11 е) 
d) 49 e) 12Y7 f) 25 
. a) 2V5 +4 b) 30-1 
с) 3V2+2V3 d) 3V3 -4 
a) 7 b) -13+5V5 
©) -17— 75 d) -4+ 1⁄5 
8. a) tak b) nie 
9. а)4/2—3 b) l 
e) V3-1 d)8-3V7 
10. а) r=—3 b) z = 
c)r=0,r=4 d) 
її. a) x = —4, z = —2 b)r=v5 
12. a) z € (1;9) 
b) x € (-9;1) 
e) z € (-00; 1) U (5;00) 
d) z (00; —5) U (1: e) 
e) z € (2; 10) 
f) z € (—oo; —1) U (5; oo) 
13. a) 75% b) 375% 
14. bo 75% 
15. a) 14,167, z nadmiarem 
b) 10,625, wartość dokładna 
€) 1,879, z nadmiarem 
d) 0,099, z niedomiarem 
16. a) 1,7783 b) 1778,28 e) 0,01778 
17. a), с) 2, wymierna 
b) —>, wymierna 
18. a) 1 b) 2V3 
e) 2V3 
d) -2v2 e) 2/3— 2 
f) 2/3+2 
g) 2(V2 + v3) h) 0 


si 


z=2 
-2, r= 
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19. a) 4z3, SA 
b) 22°, ZĘ 

20. a) —2y”, — 
b) o 

21. a) 7 b) 49 

25. a) 2=—6,2=2 
b) z=0, 


I8+8 2 


©) z € (—11;5) 

27. a) z € (—5;1) 
b) z € (-%; —2) U(-1;00) 
с) z € (—00;0) U (1; oo) 
d) z € (—оо; —12) U (2; oo) 


29. a) z € (—00;2) 
b) r € (— 3) 
с) z € (—оо;—1) U (3;00) 
d) z € (—1,5;1,5) 

30. suma dwóch prostych y = z i y = т 
bez punktu (0,0) 

31. a) B b) B c) A 

32. 201,30 zł 

33. 2000 zł 

34. a) o 24% 
b) o 1 punkt procentowy 

35. a) z € (—4; —3)U (—1;4) 
b) z € (-3;0) U (4; 9) 


с) z € (—оо; —6) U (8; oo) 

36. a)r=-T,r=-Lz=lr=T 
b) = s= 
c) z 2=7 


37. а) z € (—2;2) 
b) z € (20; —4) U (4; oo) 
с) z € (—2;3) 


5.2. Funkcje 


1. 


e 


= 


. a) Di 


a) D=(-33), f(D) = (-1;3). 
J rośnie w (—1;1), 
maleje w (—3; —1) i (1;2), 

jest stała w (2;3), 

f(x) 2 0 dla z € (—3; —2) U (—3;3) 

b) D = (—4;4) \ f-1). f(D) = (-2:3), 
Ј rośnie w (—2; —1) i (0:2), 

maleje w (—4; —2), (—1:0) i (2;4), 
f(x) 2 0 dla z {—4} U (1: 4) 


|. a) D = RN [—3,3), brak miejsc zerowych 


b) „ miejsca zerowe: —3, 3 

€) D = (—1; 1) U (1; оо), brak miejsc 
zerowych 

d) D = (—1;oo), miejsce zerowe: 1 
—5; оо), miejsce zerowe: —5 
—00; 3), miejsce zerowe: $ 


—1, feax(—1) =3 
+ fmax(1) = 3 

€) fmin(-3) = —1, 

fnax(-1) = fmax(1) = 3 


Dz; = 


wartość najmniejsza: 0, 
wartość największa: 
nie jest monotoniczna 


10. 


12. 


13. 


14. 


wartość najmniejsza: 0, 
wartość największa: 3, 
nie jest monotoniczna 


. a) D =R \ {0}, fz) =z+1 


a) 1,0, 4,3, A, 1 
b) 0. 0, 0, 0, 1, 3 


. a) f(z) = 0 dla z € [-2,1), 


f rośnie w (—%;—1), 
maleje w (—1;4), 
jest stała w (4; оо), 
f(z) > -3 dla z € (-31;00) 
b) f(z) = 0 dla z € {2,4}, 
Ј rośnie w (0;2), 
maleje w (—1;0) i w (2; oc), 
jest stała w (—%: —1), 
J(=) > -3 dla z € (-оо; —1)U (1; 7) 
a) D=(-5;3), g(D) = (—1;3), 
miejsce zerowe: 2 
b) D = (-3;5), g(D) = (-1;3), 
miejsce zerowe: —2 
e) D=(-6;2), g(D) = (-5; —1), 
brak miejsc zerowych 
a) f(z) = (т) dla z € [-1,1,3), 
f(x) S g(x) dla z € (—1;1) U (3;00) 
b) f(x) = g(z) dla x € (0;2), 
f(x) < g(x) dla z € (0;00) 
с) f(x) = g(x) dla z € {—1,0,1}, 
J(=) < g(x) dla 
z € (—eo; —1) U {0} U (1; со) 
d) f(x) = g(x) dla z € [-1,1), 
f(z) < g(z) dla z € (—1;1) 
a) z € (—оо; —3) U (3; o0) 
b) brak rozwiązania 

и — 4, h(z) = —2z + 7, 


щт) = —2r -2| — 2 
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19. a) dla obu równań: 
0 rozwiązań dla m € (—0; 1) U (300), 
1 rozwiązanie dla m = 1, 
2 rozwiązania dla m Є (133), 
nieskończenie wiele rozwiązań dla m = 3 
b) dla równania g(z) = m: 
0 rozwiązań dla т € (3;00), 
2 rozwiązania dla m € (—оо; —1) U {3}, 
3 rozwiązania dla m = —1, 
4 rozwiązania dla m € (—1;3), 
dla równania h(z) = m: 
0 rozwiązań dla m € (—00;0), 
2 rozwiązania dla m € (3;00), 
4 rozwiązania dla m € {0,3}, 
6 rozwiązań dla m € (1;3), 
7 rozwiązań dla m = 1, 
8 rozwiązań dla m € (0; 1) 


5.3. Funkcja liniowa 
i układy równań liniowych 
1. a) (0,1), (-3.0), rosnąca 
b) (0,2), (1,0), malejąca 
e) (0, —2), (4,0), rosnąca 
2. f(D) = (-2;0) U (2;6), 
miejsce zerowe: 2, 
równanie f(z) = 1 nie ma rozwiązania 
3r+14 b)y=vŻr-4 


-26+4 b) f(z) 
+ ъ= 1 
с) z= WSD d) z=3(V3-1) 
1a)z<$ b)e<-1 
17. a) maleje w (—oo; —1) i w (0;1), e) z <2 d) z > У 
rośnie w (=1;0) i w (1:00) 
b) maleje w (оо: —1) i w (1;3), 
rośnie w (—1; 1) i w (3;00) 


18. a) 0 rozwiązań dla m € (—ос;2), 
2 rozwiązania dla m Є (2; оо), 
nieskończenie wiele rozwiązań dla m = 2 
b) 0 rozwiązań dla m € (—00;4), 
2 rozwiązania dla m € (4;00), 
nieskończenie wiele rozwiązań dla m = 4 
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п. 
12. 
13. 


14. 
15. 


16. 
17. 


18. 
19. 
20. 
21. 


22. 
23. 
24. 
25. 
26. 


. а) 2=6,у=2 


b)z=1, 
c) == 


d), e) układ sprzeczny 
£) układ nieoznaczony: z € R, 
y=—2r+2 


a) f(z) = —2z — 1 b) f(z) =3z — 5 
a) tak b) nie 

a)a=-2 b)a=—5 

c)a=T d)a=-3 

a) m=—2 b) m=—5, m=—1 
a) m € (-2;2) 


b) m € (~=; —6) U (6;00) 
c) m € (2;3) 

d) m € (—оо;—8) U (0; oc) 
a)m=-$ b) m= -š 


ajm=1 b)m=1 


©) Nie ma takiego m. 
a) 45° b) 60° c) 135 
а) 27 b) 124° 
ajv=fe+vB b) y=- $e 

a) 1 rozwiązanie dla każdego a € R 
b) 1 rozwiązanie dla a #2, 

brak rozwiązań dla a = 
©) 1 rozwiązanie dla a Z —1, 
nieskończenie wiele rozwiązań dla a = —1 
d) 1 rozwiązanie dla а Z 0, 
nieskończenie wiele rozwiązań dla a = 0 
©) 1 rozwiązanie dla a Z 0i a #1, 

brak rozwiązań dla a = 0, 

nieskończenie wiele rozwiązań dla a = 1 
f) 1 rozwiązanie dla a Z —1 i a Z 1, 
brak rozwiązań dla a = —1, 
nieskończenie wiele rozwiązań dla a = 1 
a) a € (00:2) b) a € (0; 1) 

140 zł 

J(=) = 100 + 0,22, 1000 km 

25% — firma A, 75% — firma B 

akcje firmy A — 8000 zł, 

akcje firmy B — 72000 zł, 

obligacje — 20000 zł 


d) 150° 


27. 


28. 
29. 


39. 


a) y= {z+ $, y= -r +3, (3,23) 
b) y = $z, y = ga + 4, (2,3) 
g(2) = zr — 1, z € (—2;4) 

a) Przecinają się, 

Ја) > g(z) dla z > 6. 

b) Przecinają się, 

f(z) > g(x) dla z > —10.2. 


|. а= —2 
a=lib=-3luba=-1ib=3 
lub a=3ib=—1luba=-3ib=1 
J(z) = 32-4 

| a) z € (00; —4) 
Ы) х= –5,2=1 
m Є (ос; -3)U(-3 
Ја) =2+3 
a) x € (-3;1) b) r ER 
€) z € (—so; $) 

а) m 1,m 

.mef , —1,0, 1,2,3} 
а)т=-Т,у=4 b) z=2,y=-1 
e)z=2,y=3 
d)r=— 
а) me( 
b) m € (=; 
e) me ( 
d) m € (—: 

. а) me (–оо; 
b) m € (ос; 

. m € (0;5) 

| a) m € ($;2) 


b) prosta o równaniu y = a +3 
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5.4. Funkcja kwadratowa 
L a) y= į(z- 2)? by=la*"-4 
e y= l(z+2)2+3 
2. a) f(z) = (z + 4)2, [(D) = (0; оо) 
b) f(z) = (z — 2)* — 4, f(D) = (—4; оо) 
e) f(z) = (2+3)? +4, f(D) = (—оо;4) 
d) f(z) = —Az—1)*, f(D) = (—оо;0) 
3. a) b=c=0, f(D) = (0:00) 
b) b=2,c=1, f(D) = (0:00) 
| c= b f(D) = (Che) 
= hę х) 


h) b=2, c=0, f(D) = (цоо) 
|. a) maleje w (—оо; —2Y2), 
rośnie w (—2\/2; оо) 
b) тай w (10; оо), rośnie w (—oo; 10) 


e 


6. a) f(z) = —2(т— 1)? +8, W (1,8) 
b) f(z) = 2(z — 1)? — 2, W(1, —2) 
T. a) y чч by=a*+2r-1 


e)z=3 == -1 
10. а) та b) nie ma c) ma 
11. a) f(z) = —(z — 4)(z + 1), 
(a) > 0 dla z € (-1;4), 
f(x) < 0 dla z € (—oo;—1) U (4; oo) 
b) f(z) = 3(z — 1)(z — 3), 
f(z) < 0 dla z € (1;3), 
f(z) > 0 dla z € (~; 1) U (3: oo) 
9) f(z) = (z —3)°, 
Га) > 0 dla z € RN {3}, 
wartości ujemnych nie przyjmuje 
d) f(z) = —2(z — 1)?, 
fla) <0 dla r ER) {1}, 
wartości dodatnich nie przyjmuje 


12. a) (23, —14), (—1.3) 
b) brak punktów wspólnych 
13. а) —4, —3, —2, —1,0, 1,2,3,4 
b) -2,—1,0,1,2 e) 1,2,3 d) 4 
14. a) 1E(-1;2) b)r=-1 c) z€ R 
15. a) D =R \ {-2,1} 
(-3:3) 
(—оо;3) U (5; оо) 
16. а) fmin = —1, fmax = 3 
b) fmin = —8, fmax = 0 
c) fmin = 1, fmax = 4 
d) fmin = 0, fmax = 8 
17. а)у=-т®+т+2 
by=a*+a-2 
©) у 
d) y 
e)y 
18. a) 2 rozwiązania dla 
m € (-00; —4) U {0} U (4;00), 
3 rozwiązania dla m € [—4,4), 
4 rozwiązania dla m € (—4;0) U (0;4) 
b) 2 rozwiązania dla 
m € (оо; —1) U {0} U (1; eo), 
3 rozwiązania dla m € [-1,1), 
4 rozwiązania dla m € (—1;0) U (0; 1) 
19. a= 1, W(3, —4) 


23. a) c<2 b)c>-Ź e) с> —36 
4 с> -{ 

24. a) b= 2/3, b= 2/3 
b) Nie ma takich wartości. 
c)b=0 


28. 


1 miejsce zerowe dla m = 1, 


2 miejsca zerowe dla m € (—00; 1) 
b) 0 miejsc zerowych dla 

m € (—оо; 3) U (2; oo), 

1 miejsce zerowe dla m € {2,1,2}, 

2 miejsca zerowe dla m € (4; 1) U (1;2) 
a) 0 rozwiązań dla a € (—12; 12), 

1 rozwiązanie dla a € {—12,12}, 

2 rozw. dla a € (—оо; —12) U (12; oc) 
b) 1 rozwiązanie dla a € [-1,0), 

2 rozwiązania dla a € R \ {—1,0} 


ja)a>-1 ba<-1 


a)m<-$ b) me (V2- 1;1) 
a) m € (—4;0) b) m=2 c) m> 1 
d) Nie ma takiego m. 


. a) rr + z2 = —4, ziz2 = —6 


b) zi + 12 = —3(V3— 1), zs = 2- V3 


. a) różnych znaków b) dodatnie 


c) ujemne d) różnych znaków 


34. a) 25 b) Gz ©) GE 

4-15 е) бн 
35. a) a < —2 Ь)ає(—3;0) 
36. a) a € (-5;—4) 


š 
b) a € (0:3) 


.a)a>1 b) a€ (-4;-3) 
. a) —4, 7 lub 7, —4 b) 7, —4 


т=2 т 
25 lub 52 


. a) 4,5 b) 18 e)0 
. 291 em (ramka kwadratowa) 


i 38$ cm (ramka prostokątna) 


. a) P(z) = 2z(4 — т), Dp = (0:4), 


pole największe dla z = 2, 
wymiary prostokąta: 2 x 4 

b) P(x) = 2z(6 — z), Юр = (0;6), 
pole największe dla z = 3, 
wymiary prostokąta: 6 x 3 
kwadrat o boku 6 cm 
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45. a) 15 Ъ)18 є)21 

46. 25 km/h i 24 km/h 

47. a) 5 m/s b) 13 m/s e) 9 m/s 

48. a) 3 h 

b) pierwsza godzina: 30 km/h, 

druga godzina: 18 km/h, 

cała trasa: 18 km/h 

a) D = (0;5 + V26) 

b) kolejno uzupelniamy: 110, 125, 130 
с) ро 105 d)po5s е) 130 m 


49. 


50. a) z = m 
b) z = —5m, z = 5m 
c) = 
d) r 
51. a) g(D) = (0;00), z = p 
b) g(D) = (piso), z = -p 
c) g(D) = (—оо;0), z = 2p 
d) g(D) = (—оо;0), z = 0 
52. a) O rozwiązań dla a € (—00;0), 


2 rozwiązania dla a € {0} U (8; oc), 
3 rozwiazania dla a = 8, 
4 rozwiązania dla a € (0; 8) 
b) 0 rozwiązań dla a € (2;%0), 
2 rozw. dla a € (—oo; —2) U {2}, 
3 rozwiązania dla a = 
4 rozwiązania dla a € (—2;2) 
с) 1 rozwiązanie dla a € (—20;0)0(2; ос), 
2 rozwiązania dla a € {0,2}, 
3 rozwiązania dla a € (0; 2) 
d) 1 rozw. dla a € (—оо;—2) U (5; oç), 
2 rozwiązania dla a € {—2,5}, 
3 rozwiązania dla a € (—2: 


e)z=-1r=0,z=1 
f) z € (—5; —4) U (0; 1) 


Olubr=4,y=3 
2,y=3lubr=3, 
y= -3 lub z 
1,y=-3 lub r 

4 


lub r=l,y=4lubr=4, 
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56. m >š 

57. m=1 

58. m = 3, zo = Š lub m = —3,10= 
60. m = —4, z = —1 lub m = —1, т 
61. zı + тә = Т, тга = 2, b = —28, 
62. m>1 

63. m € (0;1) 

64. а) т> 16 b) m<0 

65. a) b=—24 b) b= —5,b=5 
66. Takie m nie istnieje. 

67. a) m> 1 


b) m € (-%; — 3) U (Š + 2V3; оо) 
e) m=—7, m=3 

a) f(m) =2m* +2, m € R 

b) Дт) = —6, m € (—$;2) 


4. 


я 


| a) k(x) = 322 +22 — 1, st(k) = 3 


2 +1, st(k) =3 
1, st(k) =3 
— 3a, БК 


b) k(z) = 32? 


2 


| a) w(z) = 5z*(z — 2)(r + 2) 


b) (z) = z2(z — 5)(т? + 5r + 25) 
с) w(x) = —5z3(z — 3)2 
d) w(x) = 2r*(r + 5)(z — 1) 


- a) w(x) = (z + 1)(z — 1)(z — 2) 


b) w(x) = (z + 3)(z + 2)(z — 2) 

c) u(z) = (3z — 1)(z2 +2) 

d) (z) = 3z(z — 5)(z — VÐ (z + V3) 
e) w(x) = z(z — 4)(2z2 + 3) 

f) и(т) = (z — 1)2(z + 1)(22 +z + 1) 


. a) w(x) = —(z — 2)(3z + 4) 


b) w(z) = 3(z — 2)? 

о) w(z) = 5(z — 1) (z — 5) 

d) w(x) = 4(z + 1)*(r +1 + V2)- 
-(z+1— v3) 


p 


10. 
11. 
12. 


—3r+1)- 4 


(Be — 2)(a* — =) +3 


с) w(x) = (x +5)(-2* + 2a" —3) +6 
a)31 b) 11 c)3VŻ+7 

а), с), d), f) nie b), e) tak 

а) —3,0,5 b) 0,5 e) 0,2 


14. 


15. 


16. 


17. 


Оаа ааа 
знао з) 
—3)%(2® +3) 
-2(e + 2)(a? + z +5) 
Bie +B +1) 


a) и(т) = 
b) w(x) = 
с) (z) = 
d) ш(2) = е 


a) v(z,y, 2) = 
+ duż? + 200, 
b) (жу 
v(-1,2, 


1+v2 


18. a) z = 2 - dwukrotny, 
т = 4 - jednokrotny 
b) х = —1 - trzykrotny, 


— dwukrotny, 

=} - jednokrotny, 

- jednokrotny 

2 — dwukrotny, 
т = —} - jednokrotny, 
т = 1 - dwukrotny 

19. a) т € (ос; -3)0(0;2) 


e) z € (—co;—2) U (—1) 


h) z € (—oo; 1) 
20. a) z € (-4;1) 
b) z € (0; $) U (B; oo) 
c) z € (ос; —1) U {0} U (1; oo) 
d) z € (—2; —1) Ú (0; 1) U (2; oc) 
21. a) p(z)=r- 1 
b) p(z) =2r+1 


24. a) ш(2) = 0 dla z € (1 
w(x) > 0 dla z € (1;2)U 
w(x) = (z — 1)(z — 2)(r — 4) 

b) w(x) = 0 dla z € [-2,2), 

w(x) > 0 dla z € (—2;2) U (2; oc), 

w(x) = 1(x — 2)%(х +2) 

с) w(x) = 0 dla z € {0,3}, w(x) > 0 dla 

z € (—оо;0) U (0;3), w(x) = —z2(z — 3) 
25.a)p=1.q=0 

b) p=0, q= -3 

26. a) a=3,b=7 b)a=3, b= -2 
©), d) Nie ma takich a i b. 

27. Р(х) = 1(3 + zo)2(3 — zo), D = (0;3), 
P(1) = 16 
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= 5r" + 2012 — 25z, r > 1 


30. 2=1,2=2,==4 


31. т = –3, т = 0, т = 

32. a= 6, b= —12, r= –3,2=2,2=3 
33. a =8, 

34. we) = 223 + 222 — 162 — 24, 


w(x) > 0 dla z € [-2) U (3; оо) 

3%. a) а є (25; LE) U (4:00) 
b) r=-f,r= 122, r = 155 

36. a = —3, b = 2, 
w(x) > z + 2 dla z € (—2;0) U (2; оо) 

37. a) D = (—1;оо) 
b) D= (33) U (3: >) 

39. a) b=d=0,a,cER 

5.6. Funkcje wymierne 

1. kolejno uzupełniamy 

m: 4, 2А. 
y: 48, 3 


б, 24, 12, 6, 4 
в 


> 


ajy=> by=- 
e) = 22 


гер 250) (8; æ) 


, D=R\ {2}, 
90) = Rifo (0), 

maleje w (-00;2) i w (2;00) 
b) д(т) = 


ар) =R\ {e2}, 
rośnie w (—оо;1) i w (1;оо) 


a 
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8. a) ZB 


10. 


12. 


13. 


+. рев), 


=3; D=R\ {2}, 


æ € (—oo;—6) U (—5; 00) 


a) g(z) =2— zj, 


а) = 0 dla z = —3 

b) f(z) > 5 dla z € (1;2), 

(х) < 3 dla z € (-00;1) U (4; оо) 
a) D = RN {3}, /(D) = R \ {3}, 
а) = 0 dla z = 0, 

J(=) > 0 dla z € (—ос}0) U (3;00) 


b) D = RN {2}, /(D) = RN {-2}, 
f(z) = 0 dla z = š, 
f(z) > 0 dla z € (3;2) 

©) D=RN(-2), 1D)= R\ {2}, 
J(=) =0 dla z = 

f(x) > 0 dla z € (oo; —2) U (— о) 
d) D =R \ {-3}, /(D) = RN (-3), 
f(x) = 0 dla z = –2, 

f(z) > 0 dla z € (—3;—2) 

e) D= RN {3}, /(D) = R \ (3), 


f(z) = 0 dla z = 4, 

f(x) > 0 dla z € (—оо;3) U (4; oo) 
£) р=в\{-3}, /(D) = RN {3}, 
Ка) = 0 dla z = 
а) > 0 dla z € (оо; —4) U (—3; оо) 
a) у = ZE. (7,0), (0, —D) 

b) у= 2558, (-3.0), (0,1) 

c) y = SĘ, (—.0). (0,5) 

d) y = 3#, (-1,0), (0,9) 


14. 


15. 


16. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


a) 52, D = RN {0,3}, 3 

b) z(z2 — 9), D =R, 10 

e) #4, D=R\{-8} -3 

a) #, D=R\ {-1,1}, -1 

e) 5, D =R\ {-5,1}, -1 

n 32, D =R\{-v3,-4, V3}, -5 
a) - Д.Р =R\{-2,1,2}, $ 

b) «? — 4, D =R \ {-2}, 45 


а) т b) фын: 
WA 0) E+ 


o) ER аач 


cJz= 3 d)z=4 
e) r=2 


£) z = —V3, z = V3 


а)2=3 b)z=-1 

c) sprzeczne 

d)r=-12 e)r=3 

f) sprzeczne 

a) z € (—oo;0) U (2;00) 

b) z € (оо) 

a) r € (0;4) 

b) z € (—oo;0) U ($:00) 

€) z € (оо; $) U (Ż;00) 

d) x € (3; $) e) z € (l;o) 

f) хє (-Ẹ; —1) U (2; оо) 

g) z € (—2; 0) 0 (2; 10) 

h) z € (—00; —7) U (—3; —1) U (1; oo) 
i) z € (so; —1) U (0; oç) 

a) z € (—co; —2) U (—1;0) U (1; oo) 
b) z € (3; oo) 

e) z € (-2;—1)U(-1;00) 

d) z e (-3;-1)U(1;2) 

a) f(x) = g(z) dla z € {—1,1}, 

(e) > g(x) dla z € (—oo;—1) U (0; 1) 
b) f(z) = g(x) dla z € {—3,0}, 

к) > д(т) dla z € (—oo;—3) U (—1;0) 
a) z € (0; 1) 

b) z € (—00; 1) U (4;00) 


27. 


31. 


|. a) m € (ос; —4) U (4; oo) 


b) m € (—оо; —6) U (2;3) U (3; oc) 


. a) m = 0 


b) m € (—6;6) 
с) m € (—00;0) 


. a) D = R \ (Š), miejsce zerowe: —Z 
b) D = RN {0}, 
miejsca zerowe: —$, 2 


©) D = RN {2,5}, miejsce zerowe: 8 

d) D =R \ {-1, 1}, miejsce zerowe: 7 

a) (—2, 1), (0,—1), (2,5), (4,3) 

b) (-25, —3), (—17, —4), (—13,—6), 
(-11, —10), (—10, —18), (—8, 14), (—7,6), 
(—5,2), (—1,0), (7,—1) 

€) (-13,1), (—10,0), (-9, —1), (-8, —4), 
(-6,8), (—5,5), (—4,4), (—1,3) 

d) (10,2), (—4,1), (-2,0), (—1,—1), 
(0, —3), (1, —9), (3,15), (4,9), (5,7), 
(6,6), (8,5), (14,4) 


3)U(-3;3) 

a) D = RN {0}, /(D) = (0:0), 
liczba rozwiązań równania /(т) = m: 
0 rozwiązań dla m < 0, 

2 rozwiązania dla m > 0 

b) D =R\ {-1}, f(D) = (3:00), 
liczba rozwiązań równania f(x) = m: 
0 rozwiązań dla m < 3, 

2 rozwiązania dla m > 3 

©) D =R\ {-1}, f(D) = (0; оо), 
liczba rozwiązań równania /(т) = m: 
0 rozwiązań dla m < 0, 

1 rozwiązanie dła m € {0,3}, 

2 rozwiązania dla т Є (0:3) U (3;00) 
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31. 


39. 
40. 
41. 


| a) z € (—oo;— 


d) D = R. f(D) = (3:5), 

liczba rozwiązań równania /(т) = m: 
0 rozwiązań dla m € (—оо;3) U (5; ec), 
1 rozwiązanie dla m = 5, 

2 rozwiazania dla m € (3:5) 


e) D = R\ {1}, f(D) = (—eo:0)U(1; ос), 


liczba rozwiązań równania f(z) = m: 
0 rozwiązań dla m € (0; 1), 

1 rozwiązanie dla 

m € (-%; —1) U {0} U (1; oo), 

2 rozwiązania dla m € (—1;0) 

£) D=R\ {1}, /(D) = (—1; ос), 
liczba rozwiązań równania f(x) = m: 
0 rozwiązań dla m < —1, 

1 rozwiązanie dla m € (-1;1), 

2 rozwiązania dla m > 1 

7) U (—1; 00) 

b) z € (1;3)U (3;4) 

€) z € (—oo;0) U (2; ос) 


. m € (0;3) U (6; oc) 
„а)т=1 


b) m = 
©) m 


i 
-3m 


а=3, 
Ја) = 
HOES i ra, æ € (0;3) 
Ја) =", 

miejsce zerowe: —4 
vi = 80 km/h, v2 = 70 km/h 
w = 18 km/h, vz = М km/h 
4 km/h 


(-1,-1), Ci: = 


ма, 


5.7. Funkcje trygonometryczne 


1. 


а) b=3, c= 3V5, sina = 55, 
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2. 


A бена 
. a) sina = 5, cosa = 12, tga = 


a) b= 40/3, с = 80, 8 = 60° 
b) a = 6V3, c= 12, 
с) с= 2(у2 1), a 


=, tga =, ctga 
b) cosa = Ë, tga = 


e) sina = Уй, 


3, ctga = 


d) sina = 2⁄2, cosa = 
a) 30° b) 60° с) 45° 
d) 45° e) 45° f) 60° 
a) 1 b)132 ce) 16 


тау} O) Š 
8.a) £ b) # c) E 


10. 


п. 


12. 


13. 


a) a ~ 37°, B ~ 53°, a = 6, 
b)a = 8= 45, 
с) а= 30, 8 = 


ъ= 8 


а) mast 
b) 2cos? a —1,—} 


2a 1 
c) 1- cos?a, 3 


a) r=1+3V3 
b) r= 243 
с) r=3V3-2 
około 127,3 m 
około 221,5 m 
3 
š 


ctga 
x 
d) sina=-Ź, 


17 


ctga = —1 


15. a) Z Ъ)—1 с) Nie istnieje. 


JZodl £) УЗ g) —32 в) -$ 


4) sinz = a, osz = 


сщш = 
a) tak b) nie €) nie d) tak 
D=R)f5+kr:kEZ),T=r, 

tgz = 0 dla z = kr, k € Z, 

rośnie w każdym z przedziałów postaci 
-5 + km; 5 + kn), k € Z 


19. 
20. 


ГИШИ 
| |! 11 ill 
| l | ! 
ШЕЕ ШЕШ ЖЕН 
КЕЕН 
ТТИ ТУТ I 
ИДЕЙ И я 2 
| I FA ! 
[HEH 
ЕТЕ 
ТРЕЕ il 
E \ | 
| I I i 
21. a) (13) b) (—2:0) e) (—2:1) d) R 
e) (-5;1) f) (15) 
22. а) r=} +k, keZ 
b)r=G+kr,kEZ 


€)r=-5+kn,kEZ 

28. a) T = т, f(D) = (-2;2), maleje 
w przedziałach (— + kz; 5 + kr), rośnie 
w przedziałach (5 + km; $r + km), k € Z 
b) T = 4z, f(D) = (—3:3), 
maleje w przedziałach (—2z + Акт; Акт), 
rośnie w przedziałach (Акт; 27 + dkr), 
kez 


24. 


25. 


e) T = 5, f(D) = R. 

rośnie w przedziałach (2-62: Z +k), 
keZ 

d) T = x, f(D) = (—1;1), maleje 

w przedziałach (Z +kz; үрт + Кт), rośnie 
w przedziałach (— {ут + Кт; 5 + Кт), 
kez 

e) T = z, f(D) = (—1;1), maleje w prze- 
działach (Z + Ez; Ë + kr), rośnie w prze- 
działach (— £ + km; 7 + kr), k € Z 

f) T = 47, f(D) = (-1;1), maleje 

w przedziałach (Z + 4kz; фт + АКт), 
rośnie w przedziałach 

(-3m + km; 3 + т), k € Z 

g) T = 27, f(D) = 

rośnie w przedziałach (2km; 2(k + 1)r), 
kez 

h) T = т, f(D) = (1;3), maleje 

+ kr; 5 + kr), rośnie 
w przedziałach (Z + kz; 27 + kn), k € Z 


а)т= 5 
b) = 

с) х= 6 +2kr, x= § +2kr, kE Z 
d)r=Z+Kk3,kEZ 

е) т= 5 + Ат, e= Дт 3km, keZ 
х= 

g) == 

h)r=§ +k}, keZ 


i) r=-g+kms=g+kmkEZ 
a) z € (—2л;—т)ш(—}л; §)U ($m; 27) 
zę аА š; 


їт)ш({л; фт)ш(1їт;2т) 
а) z€ (— 2m; — r) (т; —ga)U 
27) 


0(- т; DUGDU 
е) z € (Zm; 27) 

е хє ЕС г ес 
т) U ($7; 27) 

żm) (6:9) 

) U (m; зт) 

3 )U(-1; —gr)U(0; 5)U 


g) r € (ikrę 


U(r; Zr) 
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26. a) z€ (-7+km;3 + kz), k € Z 
b) zE (E + Ат; Èn + Кт), k € Z 
с)т=+Кт,КЄ® 
d)re(-7+kmq+kr),kEZ 
е) z € (Кт; + Ат), k € Z 
f) re (-§+kr;§ +kn), k € Z 
g) 1 €(-5 +kni5 + т), КЄ2 
h) r € (gr + 2km; $r + 2kz) U 
О (т + Żkm; Fr + kr), k € Z 
i) z € (-3 + 2kr; 5 + 2kr) U 
u(5 + km; т + 2kr), k € Z 

27. a) D =R\ [3 + kr:k€Z), 
f(D) = (—2;оо) 
b) D=R, /(D) = 
©) D=R, f(D) 
d) D =R, f(D) = (23) 


e) D=R\ {f +kr,§ +kr:k € Z), 


FD) = RA {0} 
f) D =R, f(D) = 
a) m € (-1;0) 

b) m € (1;3) 

с) m € (—4; œœ) 
зі a) LEE p) ZE 
9) + a)-F 
e) -4 0- 
32. a) = Ы 292 =. 
9% Ё d- 


28. 


34. жерн ы шн EZ 
Ь)т=ф+Кт,т=фт+Кт,КЄЁ 
с) з= £ +n, 2 
4) == £ +kr, r = 5 
т=р+{т,КЄ® 


PrMkEZ 
35. 
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=F +z, z = ST + kz, k € Z, 


£ +2kr, z = T + 2kz, k € Z 
b) z тъ ёт, keZ 
e)r=-Z+km,z=Z+ka,kEZ 
d)r=-Z+kma=g+kni= 
kez 
e)z= 
kez 
f)r=-Z+kn,r=Z+km,r=FT+km, 
kez 

37. a) Z b) brak rozwiązania c) z d) 3: 

38. a) 1 = Z +km,kEZ 

+kn,x=5+km,kEZ 


kr, 


+k, z = $ + kz, z = km, 


b) z =2km,kEZ 

c)r=kr,kEZ 

+ km, z = Зп + Żkm, k € Z 

41. a)r=jrn+kn,kEZ 
b)r=Z7+2km,r=(2k+l)m,kEZ 

т +2km, kEZ 


42. -ÈT щт, фт, 
-# > Ga, іт, Шт 
тр fr 
43. a) z € (0; nak їп) U (Fr; 27) 
b) z € (3:3) 0 (2; Вя) U (mi dr) U 
об) 
©) z € (0; 27) 


d) гє {im т, т, Fr) 


44. a) okresowa, T = r 


45. a) f(x) = |cos2(z — #)|, 
miejsca zerowe: бут, Hr, Ha 
b) f(z) = 2 sin 2(z + 2)|, 

т, ir 19. a) x € (3Ż;00) b) z € (—оо;0) 


miejsca zero 


46. a) z € (1 + 2k; 1 + 2k), k € Z 9976 (о-о (ее) 
ъЪ)тє(ЫЕ+1),КЄ® 20. a) f(D) = (0; оо), rośnie w (1; оо), 

атаја, нрав p maleje w (—о0;1), m € {0} U (4; оо) 
b) z € ($r + 4kr; $n + dkr), k € Z b) f(D) = (0; оо), rośnie w (—1; оо), 


maleje w (—оо; —1), m € {0} U (3;00) 
e) f(D) = (4:5), rośnie w (-00:0), 
maleje w (0;00), m = 5 
21. a) 4 b)9 c)32 d) £ e) V5 f) O 
22. a) e b)? d) 1- 1 a) sh e) - 


48. х+у= s 
50. 
51. sina + cosa =} 

52. x € (т; -gr) U (S; S) U (grin) 


5.8. Funkcja wykładnicza 0) -1-5 
i funkcja logarytmiczna 23. a) 64 b) V5 c) 2 
1a) 3t b)5° є)2# 4) 27 e)3Ë )5' ә a) D=(-11), /(0)=0 
2.a)2 b) 625 e) l d) 1 b) р = (оо; $), /(3)=0 
3. a) m € (2;00) b) m € (0; 1) ©) D =R\ {7}, /(6) = /(8) = 0 
c) m € (-1;1) g p= 96; 0) U (3: ос), 


4. a), d) a € (ә) b), e) a € (0;1) 

„а)< b) > c) = 

Шы аку ATA 
b) (8) < (8) < (8) !®<ов'® 

-а)тє(0;оо) Ь)жє(—2;ос) 

с) z € (—co; 0) 

. a) z € (—2;oo) b) z € (—1; oo) 

с) z € (-l;oo) 

9.a)z=-l,z=0 b)z=2 

10.a)4 b) 1 c) -3 d)-3 e) -5 рі 
g) 8 h) 03 

її. a) -1 b) 2 c) 3 d)6 

12. а)а=3 b) cja=1 d)a=81 


я 


dD- TUE H 


a 


= R, rosnąca 
= R, malejąca 
= (0: оо), maleje 


w 


g 
13. а) 2= 27 b)xr=3V3 сут=1 
9) 2=2 e)r=—3,r=3 f)z=1 21. a) D=(-1;oc), f(D) = 
14. а) r=16 b)r=45 c)r=5 4) == š maleje w (—1; —3), rośnie w ( 
15. a) m € (1; 13) b) m € (Зоо) b) f(z) = | loga |z| — Ц. 
D =R\ {0}, /(D) = (0;00), 
maleje w (—оо; —2) i w (0:2). 
rośnie w (—2;0) i w (2;00) 
28. a) z € (4:7) b) z € (3;4) 
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31. a) m € (—oo; у) U (VŻ;00) 
b) m € (16;00) 

32. a) m Є(—оо; 

34. a) p=0,5 Ъ)р= у? c) p= 
d) p= 65536 


a) 32h b) 48 h 
38. a) 12g b) 6g 
8 dni 


5.9. Ciągi 
1. a) —8 b) 9 
2. су =T, со = 4, сз = 0, сд 
)3 b)5 e) 3 
4. a) an = n° b) an =з c) an = 
d) an = (-1)7*'2n_ e) an = $ 
dla n nieparzystych 
dla n parzystych 
. a), d), g). h) rosnący 
b), с), i) niemonotoniczny 
e) stały 
f) malejący 
т. a) an = 2n-— 1, 
b) an = —5n + 13, as 


mr 


9, as = 15 
—12, as = —27 


c) an = 1п – 1}, as = 1, as = 
8. a) ar =8 b) aio = -42 c) аз 
d) аю = -7 
9. a) tak b) nie e) tak d) nie 
10. а) an = 2n — 1, rosnący 
b) an = 3n — 18, rosnący 
©) an = Żn — 2, rosnący 


e) r=-44 


12.a)r=T b)r=0,r=6 

a) a = 18, b = 33, c= 48 

b) 10 + V2, 8 + VŽ, 6+ VŽ, 4+ v3, 
2+ 2 


51 b) So =9(1+3\/2) 
270 d) 5: = 84 
a) 981 b) 1566 


16. 
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19. 


22. 


23. 


| а) Ss = 1985 


a) 2 
с) 2=8 d)r=6 


. а) an = 2n — 1, tak 


0  dlan=1 , 
Wael 0, dla n > 17 1 
РЕА dan=1 е 

"7 |3n*-3n+1 dlan> 1" 


a) an = 2", ав = 64, ago = 1024 
b) an = SZ, ав = 1, а0 = тт 
с) an =(V2)"?, ав = 4, ao = 16 
a) а = 3:2", = 

b) an = 4-(-1)"7', aa 

с) an =3-(-V2)""', аа = —6VŻ, 
ат =24 

d) dn = zr а = 4, ar = ję 

©) an = С®” ад = —0, ar = 243 


f) an =2-(V3)", aa = 18, ат = 54/3 


|. a) an = 2", rosnący 


b) an = 27-(3)”', malejący 
c) an = 4 *(-V2)", niemonotoniczny 


j. a) tak b) tak c) nie d) tak 


a) tak b) tak c) nie 


| a) 21, 63 b) 12, 24, 18 


с) 3, 1, 3 lub 3, 1, 3 

4 b) Sw = V2 
с) Ss =—2} d) S; =31 + BE 
a) 6 b)8 


a) —1023 b) —21 lub 21 


„3 


a) -SF у 

a) 1081,60 zł b) 1340,10 zł 

с) 1480,24 zł 

po 4 latach: 2349,80 zł, 

po 8 latach: 5841.60 zł 

a) 609,50 zł b) 610,30 zł с) 610,50 zł 
największe odsetki w banku C, w banku A 
o 2%, w banku B o około 2,015%, 

w banku C o około 2,018% 


38. bank С 
39. a) stały b) rosnący c), d) malejący 
40. a) geometryczny b) arytmetyczny 
с), d) ani arytmetyczny, ani 
geometryczny 
41. a) —123 b) 47 
42. a) rosnący 
b), c) malejący 
43. a), с), d), f) malejący 
b), e) rosnący 
44. a) —2 b) 0 c) оо d) оо e) -3 f) —3 
45. a) —4 b) —° e) o 4)0 e) 12 f) š 
46. a) oc b) -=œ ©) — 
47. a); b)3 о 
48. a) 9 b)6 c) 4 d)7 e) l f)3 
49. a) 3+v3 b) -© e) 18 d)4(1+ v3) 
50. a) È b) Ë 98 93099 0% 
8) її 9 


a) z € (0;1) b) æ € (—1: 1) U (1:3) 


2) U (2; oc) 
)u(5i87) 
55. z = S +k, k € Z 
56. a) D = (—1;1), J(z) = 2 = 
J(D) = (—1; со) 
ре æi- U (l; 00), 


57. 

58. 

59. 

60. 

61. n=10 

62. г= 2, п = 21 

63. a) a, =2-(—1)"—' 
b)q=-ŻE,q=3E 


. 12575 
8, 10 lub 44, 7 
. a) 3,4 b) 6,8 
. a) 8, 32 lub —7, 243 

b) 2, 7, 12 lub 26, 7, —12 


1 
2 


sag ne 


70. br, Ër 
72. a) 5-471 b) an =5-4"'—2 
73. a) an = 3, rosnący 

b) an = Fretay rosnący 


74. a) $ b) -æ e) oc d) –1 


dla p# —1 
75. a) lim an = e. тт Sup, 


-o dla p= -1 
-æ dla p< —2 
0 dap=-2 


b) lim an = 


5 dap= 
œ dlap>-2ipź2 

76. a) p=T b)p=9 

77. а>010=0 

78. 

79. 

80. 3 

81. = = 

82. a) 2 КЎ 

83. а) 97 b) 1027 

5.10. Geometria analityczna 

1 a)a=3,b=1 bpa 


8,6=3 
c) a=4,b=-6 d)a= 5 
2.a)5 b) Зүс 
3. a) 10+4V5 b) 6V5+ 2/13 
4. a) równoramienny i prostokątny 
b) równoramienny с) prostokątny 
d) ani prostokątny, ani równoramienny 
5. a) y=} bpy=-gr+d с)у={т+{ 
6. a) h = 4/2, P = 20 b) h = 3V5, P = 30 
7. a) 8 b) 26 
8. a) 50 b) SE 
9. a) względem osi OY 
b) względem początku układu 
współrzędnych 
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10, 


11. 
12. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


19. 


20. 


a) B(10,—1) b) В(—11,—10) 

с) В(0,—3) d) B(6, —5) 

a) (1.6) b) (-2,3) 

a) (—13,0) lub (7,0) 

b) (0, —2 — V10) lub (0, —2 + v10) 
а)2-у- $ b) 2r-y+2=0 
а) [5,0] b) [—6,—8] €) [7,—4] 

a) P(-1,-1) b) P(2,1) e) Р(—1,11) 
a), b), c) tak d) nie 

а) D(-7,2) b) D(-3,3) 

a) A'(3,0), B'(0,2) 

b) A'(3,3), B'(0,5) 

e) A'(1,-3), B'(-2,—1) 

d) A'(0, —4), В'(—3,—2) 

a) A'(4,6), B'(6,10), C'(2, 12), D'(0,8) 
b) A'(0, —2), B'(2,2), C'(-2,4), 
D'(-4,0) 

с) A'(1,0), B'(3,4), С'(—1,6), D'(-3,2) 
С(4,5), D(-2,2), P=21 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


a) z2 +y? =10 

b) (z — 1)? + (у – 3) = 10 
e) (r — 3)? + (y+ 1)? = 25 
a) (z + 12 +y’ = 25 

b) (a — 1)? + (у – 1)? = 25 
©) (z — 4)? + (y +2)? = 25 lub 
(а +3) + (у — 5) = 25 

а) (x +1) + (y - 4)? = 16 
b) (r +1)? (0—4) =1 

с) (z+ 1)? + (y — 4)? = 25 

a) (a —3)? + (y-2)7=9 

b) (z +5)? + (y — 2) = 25 
a) (r — 3)? + (y — 1)? =9 lub 
(a — 3)? + (у – 1)? = 25 

b) (z — 3)? + (y — 1) = 9 lub 
(a — 3)? + (у – 1)? = 49 

a) styczne wewnętrznie 

b) rozłączne zewnętrznie 

с) przecinają się 

d) styczne zewnętrznie 
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29. a) styczne zewnętrznie 
b) przecinają się 
30. a) m > —1 b) m € (06; —1) U (0;00) 
31. a) (r +3)? + (y — 2)? = 40 
b) (z -2) + (y – 2)? = 10 
32. a), b) dwa punkty wspólne 
e) jeden punkt wspólny 
33. a) 2 b) 0 e) 1 
34. a) d=2V2, (r — 12 +y = 2 
b) d = 4V5, (z — 2)2 +° = 20 
3+4V2,m = —3— 45 
1+4/2,m=-1-4V2 
4+4у5, т= —4—4V5 
36. a) (r +2)? + (у — 7) = 16 
b) (z — 2)? + (y +5)? = 50 
37. a)r=-l,y=O0lubr=3,y=4 
b) sprzeczny 
с) r=3,y=0lubr=0, 
d) r = —4,y=3 lub z 


38. a) /2 b) 2v5 
39. 5/2 
40. a) B(4,4), C(-1,4) 
=% 
41. 
42. 


43.a) тє (1: £ 
b) m € (0; 2) 


45. m = 


‚т®+у% zę 


49. (—5,—5), (—1,7), (1, —7), £? +y? = 50 
50. VŽ 
51. 2V10 
52. A(-1, —5), B(3,3) 
53. B(-6, —2), C(0, —4), D(2,2), 
(r+2) +y? = 20 
54. (-2,2), (2, —6), (4,0) 


55. а) B(6,0), се. 4) lub BO 4), C(6.0) 
b) (z — 5)” + (v — 3)” 

56. (3,3), (4,6), (-1,7),5 

57. y=—2r-4,y=—2r+6 

58. k Я 

59. 


60. C(-2y2 — 1,-2у2 + 2) lub 
C(2V2 — 1,2V2 + 2) 
61. D(-3,4), у = dr + 16 


5.11. Planimetria 
1. a) 6 = 30°, p = 60° би 
T30 S 5=50, 
уЗ, 5 b) 5,4 Ja 
3. a) 5 cm, /1З cm, 27 em 
b) 22 cm pi 122 em 


= 

5. 8, 
e II 
Bs 
А 


6. a =3 em, b= 4 cm, r = 1 cm 
Т. a) 24 cm? b) 6v7 cm? 
8. 84 
9. 2\10 
10. 4 cm, 4(V2 — 1) cm 
11. 5 cm, 5 em, 5V3 cm 
12. 12(V2+ V3 + V6+ 2) cm 
11 
14. P = 39 cm?, Ob = (13 + 513) cm 
15. a) 1:4 b) 1:2 
16.2=H,y=4 
17. 3, 3(V2— 1), 3(V3 — V2) 
18. a) przecinają się b) rozłączne 
zewnętrznie c) styczne zewnętrznie 
d) przecinają się 
19. а)т=1 b)r=5 
20. a) O punktów dla т € (0;4) U (6; оо). 
1 punkt dla z € {4,6}, 
2 punkty dla z € (4;6) 


b) 0 pkt dla z € (0;2V3 — 2) U (2; оо), 


1 punkt dla z € [2V3 — 2,2), 
2 punkty dla z € (23 — 2;2) 


21. 0 punktów dla r € (0;25 
1 punkt dla r € (21, 


32, 50 = 116 
26. a) 62° b) 120° c) 54° 
27. 15° 


28. a) dziesięciokąt foremny: 144°, 
dwunastokąt foremny: 150° 

29. a) 4 b) 2 

30. a) £ 

31. 70° 

32. S(V3+ VT) 

33. 6 cm 

34. P = 128 cm2, Ob = 16(2 + V2) cm 

35. b) 50 cm? 


30 em 
80 е m? 
с) Ob = ® cm, P = ŚŚ cm 
38. 3(3 + V3) 


39. a) 2 cm b) 167 cm? 
40. 45 cm? 
42. a) а? кіпа b) żyYPsina 


43. XA =55', £B = 95°, xC = 125°, 
XD=85 

44. 6 

45. a) 3 = 30°, 7 


1=30 с) 8 


46. a) a = 3(V6 — V2), b = 2(3 — уЗ), 
y=% 
b) a = 6(1 + V3), c = 3(3V2+ уб), 
т=120° 

47. а) 6/2 b) 5/3 

48. a) 3V3 b) 7 

49. 3V3, 6V3 


50. a) nie jest b) jest 
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51. 4, 4V7 
52. 120°, V19 
58. sina = 4, Ob = 4(2 + VŽ) 
54. 10у2т 
55. Zr 
56. |AB| = 8, |AC| = S£, |BC| = 222 
57. Obacp = 3(V3+ 1) em, 
Obasp = 2(2V3 +3) cm 
58. P = 16(V6 — V2), Ob = 16(V6 — V?) 
59. 3⁄2 


60. 2, 10 


А 
z 
61. 4 


62. sin АВС 
63. 5А = В = 72°, 4C 
64. 2,4 cm 


5, |AC| = 3,5 


65. ki = ©, ka = SF, Ка = 3, 
Р = 23 

66. b= ŚĆ ст, Р = 162 cm? 

67. 24 


69. P = 60V3 cm?, Ob = 44 cm 
70. od podstawy: 3,5 


„5 em, 


od ramienia: 2,1 cm 
m. z(a* — b*)tga 
12. (3 — уЗ) 


тв. |PA| =8, |PB| = 18 
79. 11 


5.12. Stereometria 
1. a) 234Y3 b) 48(3 + 5V2) 
e) 36(10 + 3v3) 

2. a) 2/69 b) 2V7 c) 2V5 
3. 6(13 + VT3) 
4. a) 30° b) 6v3 
5 

6 

т. 
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19. 3(9 + V29) 


322 
20. 2⁄2 


P 

v 9(V6 — V2) cm? 
22. $ra’ 

5 

š 


24. уЗ 

25. ;5Y5igatgi 
26. 27 

БАГА 

28. a) V6 b) 5 
29. 2соѕа — 1 


p = Ma? YB 
30. P = GL? сова = УХ 


34. 6(V39 + /30) cm? 

35. |FS] : 1561 = |H P| : |PG| 
37. Уба 

38. S(3 + V3tga) 


da? cos) a. 
39. mife zaj? 


: (k—1) 


5.13. Rachunek prawdopodobieństwa 
1. 42, nieparzystych: 24 

2. a) 16 b) 25 

3. 4 osoby: 24, 6 osób: 720 

4. a) 362880 b) 2880 

5. a) 2160 b) 6400 

6. а) 336 b) 840 c) 27216 

7. a) 243 b) 6561 c) 280 


р = 


10. 
11. 


. 252 


35 
a) 3 b) 6 e) 42 


a) pary zdarzeń wykluczających się: 


AiC oraz B i CG, 
para zdarzeń przec 


b) zdarzenie niemożliwe: ANC, 


zdarzenie pewne: BUC 


a) P(A) 
b) P(A) = 
a) b)i 
а) рЫ 
3) 3 b) 8 


P(A') = 


bez zwracania: żę, ze zwracaniem: 225, 
bardziej prawdopodobne przy losowaniu 


ze zwracaniem 


17. a) $ b) żę 

18. a) Ż b) 22 

19. a) 7 = кыз b) 2 
20. $ 

21. a) $ b) 

22. a) É b) тй 

23. 7 

24. a) 22 b) £ 

25. a) } b) Z 

26. a) rę b) # с) 
27. і 

28. I 

29. 2 

30. 12 

зи. $ 

32. 4 

33. 2 

м.а) b) Š 

35. a) 2 * b) 4 


121 
a) тк b) Tes 


a) zn b) 98 


d) а 


. ЭТӘ = 0,1423 


Š Ë £ 
= 


45. a) 0,7 b) 0.98 
46. a) È b) i 

47. a) 5 b)i e) £ 

48. a) jednakowe b) na I większe 


każdej urnie po 3 kule białe, $ 


59. a) P(AN B) = 1, P(B\ A) = 1 
b) P(AUB) = Š, Р(А\ B) = 1 

60. a) P(A'UB) = 4, P(A|B) = š 
b) P(A|B) = 

62. a) 5 b) 60 

63. 18 

64. a), b) 8 


5.14. Statystyka 


3. 172 cm 


4.a)5=3,M=3,D=2 
b) r = 3,56, M =3, D=3 
с) 1 =3,33, M =3, D=3 
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5.3 

6. 17 lub 19 

T. a) 4 b) 6.1 

8. 4 

9. тк = Ту = 10 m° 
a) około y 
b) około 4,24 m? 
c) około 3,51 m° 

10. Z, = 4, са = 1,08, Te = 4, оь = 1,17, 
жс = 4,0% 1,8 

11. Z = 4400 zł, z, = 933,8 zł 

м, D=14 

1 

13. a) 4580 zł b) zwiększy się o 20 zł 

14. 5000 zł 

15. a) para I: 5,1, para II: 5,75 

b) para I: 5,12, para I 
. a) z = 2, z2 = 42 


19. Z = 4666,67 zł, a = 986,01 zł 

20. a) średnia i odchylenie — wzrost o 5%: 
odpowiednio 6300 zł i 525 zł 
b) średnia — wzrost o 200 zł: 6200 zł, 
odchylenie bez zmian: 500 zł 

21. т=2,у=5 


. około 11,1% 
25. a) 5000 21 b) 5350 zł 


% (Fo = 3, ор ~ 1,38), 
3 (Ze = 4, ос ~ 0,89) b) 0,455 


5.15. Rachunek różniczkowy 
1.a)5 b)4 c) -4 d) -2 e) š f) Š 

g) -2 h) -4 i)1 
2.a) 1 b)-1 «)—2 
3. a) -3 b) } c) 0 d) —> e) oo £f) -o 
4. a) ос b), e), d), е). f) —ос 
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5. a) ciągła b) nieciągła 

6. a)a=5,b=1 b)a=—1,b=12 

1.a)z=—2 b)r=7 

8. a) a= 1, maksimum: /(0) = 1, 
minimum: f(1) = 0 
b) a = 5, brak ekstremów 

11. a) i b) -4 

12. a) f'(1)=2 b) f'(4) = 16 e) (2) = -1 
a) f(1)=2 

13. a) Nie istnieje. b) f'(0) = 0 

М. a) f'(x) = 6r — 4, /'(0) = —4, ['(1)=2 
b) ['(2) = -31° +82 — 3, 
гоо) ,f()=2 
с) /'(ж) = 2209 — z? — 122 +1, 
f'(0) = 1. 701) = —10 
d) f'(x) = 5z + 6a? + z, 
/'@) =0, /'(1) = 12 

15. a) f'(x) = 6z + 5, 


d) f'(z) = da? — dr, 
f'(=-1) =0, /'(—2) = —24 
16. a) Ру = Dy = В\{—4}, f'(z) 


b) ру = Dy = RN {3}, (а) = — 
€) ру = Dp = R {0}, 

f) = 123 + 5 

d) Dy = Dy = RN (0.1). 

fe) = -* - lir 

e) Dy = Dy = RN {-2,2}, 

а) = Szt 

n Dy = Dy =R, f'(x) = 22558 
8) ру = Dy = RN {-1,0}, 

(в) = =©ззи-мё-1 


h) D; = Dp =R \ (0.1), 
Р) = -—— +t 

i) ру = Dp = RN {-2,-1,0}, 
0) = dr 


17. a) ру = (0300), Dy = (0;00), 
fa) = EE 
b) D, = (oi ) U (24%), 
Юр = (—оо;1) U (2; o), 


f=- 
©) Dy =R, Dy = RN {0}, 


= 25024) 
Te) = 595 


d) Dy = Dp =R, /'(т) = сту 8 
e) Dy = (0:00), Dp = (0; о), 
ENEA 
Г@)= те 
£) Dy = (0;4) U (4; оо), 
Dy = (0;4) U (4; оо), 
Г'@) = sasa 
18. a) 60° b) 30° e) 135° d) 0' 


21. a) Pi(0,0), y = 4z; 
P;(-4,0), у = –42 — 16 
b) P:(0,0), y 


24. Ру(3,—3), Pa(3,0) 

25. a)m=3 b) m= + e) m = —2 
26. a) malejąca w (—2: 4), 
rosnąca w (—oo; —2) i w (4; оо) 

b) malejąca w (—оо; —1) i w (1:00), 
rosnąca w (—1; 1) 


27. 


29. 


32. 


€) malejąca w (—3;0) i w (0:3), 
rosnąca w (—оо; —3) i w (3; oc) 

d) malejąca w (ос; — 3) i w (0; 3), 
rosnąca w (—3;0) i w ($;00) 

е) malejąca w (—оо;0) i w (1;2), 
rosnąca w (0; 1) i w 


h) malejąca w (4:2), 
rosnąca w (0; 2) i w (2;00) 

a) minimum: /(у3) = —6V3 + 1, 
maksimum: /(-V3) = 6v3 + 1 
b) minima: /(-V3) = /(V3) 
maksimum: /(0) 
©) minimum: /(—1) 
maksimum: /(1) 
d) minimum: /(2) 
maksimum: /(0) 
©) maksimum: /(0) 
f) minimum: /(4) = 3 
=-12, /(1)=0 
-8, /(0) = /(3) 


4) (3 — 
f(V3 +2) = 52 
a) уф = b) f) = /3 


# 9 70-0) = 0) =1 


. а) (–ос:1) b) (0500) e) (0; £ + 1) 
31. 


a) 1 pierwiastek 

dla a € (—so; —4) U (4:00), 

2 pierwiastki dla a € {—4,4}, 

З pierwiastki dla a € (—4;4) 

b) 0 pierwiastków dla a € (—оо;—1), 
2 pierwiastki dla a € {—1} U (3:00), 
3 pierwiastki dla a = 3, 

4 pierwiastki dla a € (—1;3) 

a) 0 ekstremów dla a = 0, 

1 ekstremum dla a Z 0 

b) 0 ekstremów dla a = 0, 

2 ekstrema dla a Z 0 

с) 1 ekstremum dla a = 0, 

2 ekstrema dla a Z 0 


. r = 2, najmniejsza wartość: —14 
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34. т = —1, y = —2, najmniejsza wartość: 5 48. а= —3,b=2 


35. kwadrat о boku 3YŻ 49. y=—ir+8, P=24 
36. 20 50. C(-1,3),P=Z 
зт. 4+ 22, 4 +2/2, 4 +4 2 51. a) P(—1, 3) 
38. a) 16V3 b) P(0,3) 
b) 27 52. т = 1, trójkąt równoboczny P = 33 
39. 40 cm, 80 cm, 60 cm 53. 12V3m 
40. sześcian o krawędzi 2 cm 54. 55 SE 
41. 24, 24, 3,2 55. ŻE m 
1a(144z — 23), 56. 32 
12), == 4/8 57. r=3m 


58. krawędź podstawy: 4, 
krawędź boczna: 55 


59. 52 
60. a) 10(3 — УЗ) 
b) 36-5V3 
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Indeks 


argument funkcji 201 
asymptota 
pionowa hiperboli 227 
pozioma hiperboli 227 


bryła platońska 127 
bryły 
Archimedesa 130 
podobne 151 


cechy podobieństwa trójkątów 266 
ciąg 

arytmetyczny 246 

geometryczny 246 

malejący 246 

monotoniczny 246 

niemalejący 246 

nierosnący 216 

nieskończony 246 

rosnący 246 

rozbieżny 251 

skończony 246 

stały 246 

zbieżny 251 
czasza kulista (czasza kuli) 149 
tość zdarzeń 39 
czworościan foremny 102, 127, 128 


długość 
odcinka 257 
wektora 257 
dominanta 291 
dowód nie wprost 181 
dwudziestościan foremny 127, 128 
dwunastościan foremny 127, 128 
dwusieczna kąta wewnętrznego 
trójkąta 264 
działania 
na pierwiastkach 194 
na potęgach 194 
dziedzina funkcji 201 


funkcja 201 
ciągła w przedziale domkniętym 297 
ciągła w przedziale otwartym 297 
ciągła w punkcie 297 


ekstremum lokalne 301 


funkcja 
homograficzna 227 
kwadratowa 212 
liniowa 206 
logarytmiczna 241 
malejąca 201 
monotoniczna 201 
niemalejąca 201 
nierosnąca 201 
rosnąca 201 
różniczkowalna w punkcie 299 
stała 201 
wykładnicza 241 


funkcje trygonometryczne 
dowolnego kąta 
kąta ostrego 233 
podwojonego kąta 238 
sumy i różnicy kątów 238 


gra sprawiedliwa 72, 290 

graniastosłup 91 
pochyły 91, 100 
prawidłowy 92 
prosty 91, 276 

granica ciągu 251, 252 


hiperbola 227 


igła Buffona 39 
iloczyn 
wektora przez liczbę 257 
zdarzeń 37 
iloraz ciągu geometrycznego 216 
implikacja 178 


kąt 
dwuścienny 115 
między prostą a płaszczyzną 112 
nachylenia prostej do osi ОХ 208 
płaski przy wierzchołku ostrosłupa 
prawidłowego 102 
rozwarcia stożka 142 
środkowy w okręgu 268 
wpisany w okręgu 268 
koło wielkie kuli 146 


Indeks 


kombinacje 25, 26, 31, 282 
krawędź 
boczna graniastosłupa 91 
boczna ostrosłupa 101 
podstawy graniastosłupa 91 
podstawy ostrosłupa 101 
kula 146, 276 


liczby 
całkowite 194 
naturalne 194 
niewymierne 194 
palindromiczne 24 
wymierne 194 
linia 
geodezyjna 145 
śrubowa 145 
logarytm 241 


maksimum lokalne 301 

mediana 291 

miara kąta dwuściennego 115 

miejsca zerowe funkcji kwadratowej 212 
miejsce zerowe funkej 
minimum lokalne 301 
monotoniczność funkcji liniowej 206 


następnik implikacji 178 


objętość 
czworościanu foremnego 107 
graniastosłupa 97, 276 
kuli 147, 276 
ostrosłupa 105, 276 
prostopadłościanu 97, 276 
stożka 142, 277 
sześcianu 97 
walca 139, 277 
odchylenie standardowe 291 
odeinek kulisty (odcinek kuli) 149 
odległość punktu od prostej 257 
okrąg 260 
opisany na czworokącie 270 
wpisany w czworokąt 270 
okres połowicznego rozpadu 245 
okręgi 
przecinające się 267 
rozłączne wewnętrznie 267 
rozłączne zewnętrznie 267 


Indeks 


okręgi styczne 
wewnętrznie 267 
zewnętrznie 267 
ostrosłup 101, 276 
prawidłowy 101 
prosty 101 
oś 
stożka 141 
walca 138 
ośmiościan foremny 127, 128 


parabola 212 
paradoks Bertranda 75 
permutacje 14, 15, 31, 282 
z powtórzeniami 18 
pierwiastek 
wielomianu 221 
221 
płaszczyzna styczna do kuli 146 
płaszczyzny 
przecinające się 86 
równoległe 86 
pochodna funkcji w punkcie 299 
pochodne wybranych funkcji 299 
podstawa 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 
stożka 141 
walca 138 
pole powierzchni 
bocznej stożka 141, 277 
bocznej walca 138, 277 
całkowitej graniastosłupa 91 
całkowitej ostrosłupa 101 
całkowitej stożka 141, 277 
całkowitej walca 138, 277 
kuli 147, 276 
poprzednik implikacji 178 
postać 
iloczynowa funkcji kwadratowej 212 
kanoniczna funkcji 
homograficznej 227 
kanoniczna funkcji kwadratowej 212 
ogólna funkcji kwadratowej 212 
potęga o wykładniku 
całkowitym 194 
wymiernym 194 
powierzchnia boczna graniastosłupa 91 
prawa de Morgana 48 


prawdopodobieństwo 44 
całkowite 55, 282 
geometryczne 75 
klasyczne 40 
różnicy zdarzeń 46 
sumy zdarzeń 46 
warunkowe 50, 282 
zdarzenia 40, 44 
zdarzenia przeciwnego 45 

proporcjonalność odwrotna 227 

prosta 
pochyła do płaszczyzny 109 
prostopadła do płaszczyzny 88 
przecinająca płaszczyznę 88 
równoległa do płaszczyzny 88 

proste 
prostopadłe 87, 206 
przecinające się 87 
równoległe 87, 206 
skośne 87 

prostopadłościan 92, 276 

próba Bernoulliego 67 

przekątna 
graniastosłupa 94 
prostopadłościanu 94, 95 

przekrój osiowy 
stożka 142 
walca 138 


przekształcenia wykresu funkcji 202 
przestrzeń zdarzeń elementarnych 36 


punkt kratowy w układzie 
współrzędnych 231 


reguła 
dodawania 20 
mnożenia 10,11 
romboedr 100 
rozkład 
prawdopodobieństwa 44, 49 
zmiennej losowej 71 
równanie 
kierunkowe prostej 206 
ogólne prostej 206 
okręgu 260 
różnica 
ciągu arytmetycznego 246 
wektorów 257 
zdarzeń 37 


rzut prostokątny 
figury na płaszczyznę 89 
punktu na płaszczyznę 89 


schemat 
Bernoulliego 67, 287 


klasyczny prawdopodobieństwa 40 


sfera 146 
silnia 15 
skala podobieństwa brył 151 
spodek wysokości 
ostrosłupa 101 
stożka 141 
stożek 141, 277 


styczna do wykresu funkcji 299 


suma 


n początkowych wyrazów ciągu 


arytmetycznego 246 


n początkowych wyrazów ciągu 


geometrycznego 246 


szeregu geometrycznego 253 


wektorów 257 
zdarzeń 37 
symbol Newtona 26, 27 


symetralna boku trójkąta 264 


sześcian 92, 127, 128 


ściana boczna 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 

średnia 
arytmetyczna 291 
geometryczna 182 
ważona 291 

środek 
ciężkości trójkąta 259, 264 
odcinka 257 


okręgu opisanego na trójkącie 264 
okręgu wpisanego w trójkąt 264 


środkowa trójkąta 264 


talia kart 34 


tożsamości trygonometryczne 233, 235 


trójmian kwadratowy 212 
twierdzenie 
Bózouta 221 
cosinusów 272 
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twierdzenie 

o dwusiecznej kąta w trójkącie 192, 273 

o pierwiastkach całkowitych 
wielomianu 221 

o pierwiastkach wymiernych 
wielomianu 221 

o prostej prostopadłej 
do płaszczyzny 88 

o przyjmowaniu wartości 
pośrednich 297 

O reszcie 221 

© rozkładzie wielomianu 221 

o trzech ciągach 252 

© trzech prostych prostopadłych 109 

o zmianie podstawy logarytmu 243 

sinusów 272 

Talesa 266 

Weierstrassa 297 

tworząca 
stożka 141 
walca 138 


walec 138, 277 
wariacje 
bez powtórzeń 19, 20, 31, 282 
z powtórzeniami 22, 23, 31, 282 
wariancja 201 
wartość 
bezwzględna 196, 197 
oczekiwana zmiennej losowej 72, 290 
warunek 
konieczny istnienia ekstremum 301 
wystarczający istnienia ekstremum 301 
wektor przeciwny 257 
wielkości odwrotnie proporcjonalne 227 
wielokąt foremny 269 
wielomian 221 
zerowy 221 
wielościan foremny 127 
wierzchołek 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 
stożka 141 
własność Darboux 297 
własności 
logarytmów 241 
pochodnej funkcji 299 
prawdopodobieństwa 44-46, 282 


Indeks 


współczynnik 
kierunkowy prostej 206 
proporcjonalności odwrotnej 227 
wielomianu 221 
współrzędne 
sferyczne 170 
środka odcinka 257 
wektora 257 
wierzchołka paraboli 212 
wykres funkcji 201 
cosinus 236 
liniowej 206 
sinus 236 
wynik sprzyjający zdarzeniu 36 
wyraz wolny wielomianu 221 
wyróżnik trójmianu kwadratowego 212 
wysokość 
czworościanu foremnego 107 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 


stożka 141 
walca 138 
wzory 


na pole trójkąta 264 
redukcyjne 235 
skróconego mnożenia 194, 199 
Viete'a 216 

wzór 
Baycsa 50, 286 
Bernoulliego 67, 287 
dwumianowy Newtona 27 
na prawdopodobieństwo 

całkowite 55, 282 


ogólny ciągu geometrycznego 246 


zasada Cavalieriego 154 
zbiór wartości funkcji 201 
zdarzenia 
niezależne 54 
rozłączne (wykluczające się) 37 
zależne 54 


zdarzenie 
elementarne 36 
losowe 36 
niemożliwe 36 
pewne 36 


przeciwne 37 
zmienna losowa 71 


noya Twoje mocne strony 


Podręcznik MATeMAtyka 4 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spójny i przystępny 
sposób wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzięki niemu lekcje w szkole są 
ciekawe, a jednocześnie pozwala on na efektywną samodzielną naukę w domu. 


Czytelny układ 


Przejrzyste wprowadzenia nowych treści, 
przykłady, proste ćwiczenia i ułożone 
zgodnie ze wzrastającym stopniem 
trudności zadania tworzą czytelny 

układ każdego tematu. Ułatwia to pracę 
na lekcjach i w domu. 


W 


Pomocne sekcje 

Sekcje Warto powtórzyć pomagają lepiej 
przygotować się do kolejnych lekcji. 
Sekcje Warto wiedzieć uzupełniają 

i rozszerzają treści z lekcji. 


Różnorodne formy przekazu 

Ciekawe infografiki i Zagadnienia uzupełniające 
urozmaicają pracę na lekcjach i zachęcają 
uczniów do samodzielnych poszukiwań. 


